ABZAHLENDE KOMBINATORIK
VORLESUNG IM WINTERSEMESTER 1999/2000

MICHAEL STOLL

1. EINFUHRUNG UND GRUNDLAGEN

1.1. Einfiihrung. Die erste Frage, die sich stellt, ist natiirlich
Was ist Abzihlende Kombinatorik?
Die Antwort lautet (recht allgemein und ein bifichen vage)

Abzihlende Kombinatorik beschiftigt sich mit der (mdglichst explizi-
ten) Bestimmung der Mdchtigkeit endlicher Mengen und mit Bezie-
hungen zwischen solchen Mdchtigkeiten.

Die fraglichen endlichen Mengen sind dabei natiirlich nicht durch Aufzdhlung
ihrer Elemente gegeben (dann wére die Anzahlbestimmung ja trivial), sondern
durch Beschreibung. Ein Beispiel:

Wie viele unterscheidbare Mdglichkeiten gibt es, die Seiten eines Wiir-
fels mit sechs (gegebenen) verschiedenen Farben zu bemalen?

Meistens hat man es jedoch nicht mit einer einzelnen Menge zu tun, sondern
mit einer ganzen Familie, die von einem oder mehreren Parametern abhéngt.
Gesucht ist dann eine Formel fiir die Anzahl der Elemente in Abhéngigkeit von
den Parametern, wobei die Formel moglichst ,einfach® oder in , geschlossener
Form*® sein soll. (Was darunter zu verstehen ist, variiert je nach Schwierigkeit
des Problems.) Zum Beispiel:

Wie viele Teilmengen hat eine n-elementige Menge?

Die Antwort — 2" — kennt natiirlich jeder. Die Frage ist, wie ein kombinato-
rischer Beweis dafiir aussieht. Uberhaupt sind fiir spitere Anwendungen weni-
ger die Ergebnisse der Abziéhlenden Kombinatorik interessant, als vielmehr die
Methoden. Wenn Sie einmal (z.B. im Rahmen einer Diplomarbeit) ein Abz&hl-
peoblem zu l6sen haben, werden Thnen Resultate iiber andere Abzéhlprobleme
wenig niitzen (es sein denn, Thr spezielles Problem wurde auch behandelt). Die
Methoden aber, mit denen die Ergebnisse gewonnen wurden, lassen sich auch
auf viele andere Probleme anwenden.

WIr wollen nun zwei Beweise geben, an denen man schon sehr schon zwei Grund-
varianten eines kombinatorischen Beweises sehen kann. Zuerst noch ganz kurz
etwas Notation: Die Machtigkeit einer (endlichen) Menge A werden wir mit # A
notieren, und die Potenzmenge (also die Menge aller Teilmengen) von A wird
mit P(A) bezeichnet.

1. BEwWEIS (Bijektion): ~ Wir konstruieren eine bijektive Abbildung von P(A)
auf eine Menge, von der wir schon wissen oder leicht sehen kénnen, dafl sie 2"
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Elemente hat. Eine geeignete Menge ist die Menge {0,1}# aller Abbildungen
f:+A—{0,1} (oder 0-1-Folgen (f,)sca mit der Indexmenge A). Wir bilden
eine Teilmenge T" € P(A) ab auf die Abbildung f mit f(a) = 1 fir @ € T und
f(a) = 0fiira € A\T. In der anderen Richtung bilden wir f ab auf die Teilmenge
T = f11) = {a € A| f(a) = 1}. Offenbar sind diese Zuordnungen invers
zueinander, so daf wir tatsichlich eine Bijektion P(A) — {0,1}# konstruiert
haben. Dann folgt aber

#P(A) = #({0,1)4) = 2#4

2. BEWEIS (Rekursion/Induktion):  Sei a,, = #P(A), wenn #A = n ist. Wir
versuchen, eine Rekursionsformel fiir die Folge (a,,) zu finden. Offenbar ist ag = 1
(denn P(0) = {0}). Sei nun A eine n-elementige Menge und A’ = A U {a} eine
(n 4 1)-elementige Menge. Dann kénnen wir die Teilmengen von A’ aufteilen
in diejenigen, die a nicht enthalten, und diejenigen, die a enthalten. Die der
ersten Sorte sind gerade die Elemente von P(A). Die anderen entstehen aus den
Teilmengen von A, indem man das Element a hinzunimmt. Folglich gilt

ap=1, Qpy1 = Qp + Ay = 20,
und damit (durch einen trivialen Induktionsbeweis) a, = 2".

Zum Abschlufl dieser Einfithrung noch ein weniger triviales, dafiir aber vielleicht
interessanteres Beispiel.

In wie viele Gebiete wird die Ebene durch n Geraden in allgemeiner
Lage (d.h. keine zwei parallel, und keine drei durch einen Punkt) zer-
legt?

Es ist normalerweise eine gute Idee, zundchst einmal die ersten paar Anzahlen
in der Folge zu bestimmen. Wenn a, die Anzahl der Gebiete bei n Geraden
bezeichnet, dann haben wir offenbar (Skizze machen!)

apg = 1, a; = 2, o9 = 4, as = 7, aq = 11,

Wie bei manchen Intelligenztests (Wie geht diese Folge weiter?) kann es sich
lohnen, nach einem einfachen Bildungsgesetz Ausschau zu halten. Hier werden
wir schnell fiindig: Es scheint a,,.1 = a, +n + 1 zu gelten. Wenn wir das bewei-
sen konnen, sind wir im wesentlichen fertig. Stellen wir uns also vor, wir hétten
bereits n Geraden gezeichnet, die die Ebene in a,, Gebiete zerlegen. Wie viele Ge-
biete kommen hinzu, wenn wir eine weitere Gerade einzeichnen? Offenbar kommt
die Zunahme dadurch zustande, daf einige der vorhandenen Gebiete durch die
neue Gerade in zwei Teile geteilt werden. Wie viele Gebiete trifft nun die neue
Gerade? Offenbar wechselt sie genau dann von einem Gebiet in ein anderes, wenn
sie eine der alten Geraden trifft. Die durchschnittenen Gebiete entsprechen also
genau den Abschnitten, in die die neue Gerade durch die Schnittpunkte mit den
alten Geraden geteilt wird. Da es n solcher Schnittpunkte gibt, wird die neue
Gerade in n + 1 Teile geteilt, also gibt es auch n 4+ 1 zerschnittene Gebiete,
g.e.d. Aus der Rekursionsformel und dem Anfangswert ay = 1 bekommen wir
schlief3lich

- 1
a=143 k=14 "0EY
k=1
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Ein anderer Beweis, der ohne Induktion auskommt, geht so: Wir wéhlen ei-
ne Richtung in der Ebene (die nicht sekrecht auf einer der Geraden steht) als
,hach oben®“. Die Gebiete lassen sich dann einteilen in solche, die nach unten
beschrankt sind, und solche, die nach unten unbeschréankt sind. Jedes nach un-
ten beschrinkte Gebiet hat einen eindeutig bestimmten tiefsten Punkt; dieser
ist ein Schnittpunkt zweier Geraden. Umgekehrt ist jeder solche Schnittpunkt
auch tiefster Punkt eines (dann natiirlich nach unten beschrénkten) Gebiets. So-
mit gibt es genau (Z) nach unten beschréankte Gebiete. Um die {ibrigen Gebite
abzuzéhlen, betrachten wir eine waagerechte Gerade ¢, die unterhalb aller Gera-
denschnittpunkte liegt. Sie trifft genau die nach unten unbeschrinkten Gebiete,
und (wie im anderen Beweis) diese Gebiete entsprechen genau den Abschnitten,
in die g durch die n gegebenen Geraden zerlegt wird. Also gibt es genau n + 1
nach unten unbeschrinkte Gebiete. Insgesamt haben wir also

() reri=()+ (1) + ()

Gebiete. (Die etwas kiinstlich erscheinende Schreibweise rechts wird klar, wenn
man Ebenen im Raum oder noch héherdimensionalere Analoga betrachtet.)

1.2. Grundlagen. Nach diesen einfithrenden Beispielen wollen wir uns nun den
Grundlagen Nach diesen einfiihrenden Beispielen wollen wir uns nun den Grund-
lagen zuwenden. Die folgenden drei Grundregeln sind vollig elementar und im
Grunde trivial; dennoch bilden sie das Fundament allen Abzéhlens. Alle vor-
kommenden Mengen sind endlich; die disjunkte Vereinigung von Mengen sei mit
AW B etc. bezeichnet (im Handschriftlichen erscheint statt des Pluszeichens ein
Punkt).

(1) Bijektion. Die fundamentalste aller Regeln:
Ist f: A — B bijektiv, so gilt #A = #B.
(2) Summe.

#(AWB)=#A+#B,  #HA =) #A.
iel iel
Und die Version fiir eine nicht-disjunkte Vereinigung:
#(AUB) =#A+#B —#(ANDB).
(3) Produkt.
#(AxB)=#A-#B, #[[A=]]#4,
iel iel
#(A") = (#A)", #(A7) = (#A).
Eine einfache Folgerung aus diesen Grundregeln ist das Primzip des zweifachen

Abzihlens: Sei S C A x B. Wir setzen A, = {a € A| (a,b) € S} und B, = {b €
B | (a,b) € S}. Dann gilt

#S = #B, =) #A,.

acA beB

Wir werden bald eine Anwendung davon sehen.
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2. BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Binomialkoeffizienten treten in vielen Zusammenhingen immer wieder auf, des-
wegen wollen wir hier ein paar wichtige Eigenschaften zusammentragen.

Definition 2.1. Mit (Z) bezeichnen wir die Anzahl der k-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge. Dabei sei n eine nichtnegative ganze Zahl und
k eine ganze Zahl, mit der Konvention, dafl (Z) =0 ist fiir k£ < 0.

Eine erste wichtige Eigenschaft ist die Symmetrie der Binomialkoeffizienten.

Proposition 2.2. Es gilt ") = ")
k n—=k

BEWEIS: Die Sache ist klar fiir £ < 0 oder £k > n, da dann beide Seiten null
sind. Wenn 0 < k < n ist, dann liefert 7' +— A\ T (mit #A = n) offenbar eine
Bijektion zwischen den k-elementigen und den (n — k)-elementigen Teilmengen.

O

Die zweite wichtige Eigenschaft ist diejenige, die den Binomialkoeffizienten ihren
Namen gegeben hat.

Proposition 2.3. Fs gilt (14 )" = Z (n> .
k=0

BEwEIS: Wir wollen die z in den n Klammern zunéchst als verschieden betrach-
ten. Dann erhalten wir durch Ausmultiplizieren (in jedem Faktor kénnen wir
unabhéngig entscheiden, ob wir 1 oder z; wéhlen)

L+a)d+a) .. (L+z)= > ][]z

TCc{1,..,n} €T
Wenn wir jetzt jedes x; wieder durch x ersetzen, haben wir

L+ = ) x#T:i (Z)xk

TCc{1,...,n} k=0

Dann gibt es die Formel fiir die Summe.

Proposition 2.4. Es gilt Z (Z) =2".
k=0

BEWEIS: (1) Rechts steht die Anzahl aller Teilmengen einer n-elementigen Men-
ge; links steht dieselbe Anzahl nach Grofle der Teilmenge sortiert.
(2) Alternativ mit Prop. 2.3:

;(Z) :§<Z)1k:(1+1)”:2”.
O

Folgende Identitét ist unter dem Namen Vandermondesche Konvolution bekannt.
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k
Proposition 2.5. Es gilt Z <n> (km > - (n Zm>
J

p K

BeEwEIS: (1) Seien A und B disjunkte Mengen mit #A = n und #B = m. Der
Ausdruck rechts zéhlt die k-Teilmengen von AU B. Im linken Ausdruck werden
dieselben Teilmengen 7' gezahlt, aber sortiert nach der Grole j von TN A (bzw.
H(TNB)=k—j)

(2) Alternativ mit Prop. 2.3 folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich

in(1+z)"(1+z)"=(1+z)"™. O
"\ 2n
Korollar 2.6. Es gilt = .
orollar s gi kz:;<k) (n)

BEWEIS: Das folgt unter Beachtung von Prop. 2.2 aus Prop. 2.5, wenn man dort
m = n setzt. O

Bemerkung 2.7. Es gibt die Formeln

(1) e () - () - ()

Man kann jedoch beweisen, dafl es fiir >, _, (Z)3 keine ,einfache“ Formel gibt

(mit einer verniinftigen und prézisen Definition von ,einfach).

Schliefllich das angekiindigte Beispiel fiir eine Anwendung des Prinzips des zwei-

fachen Abzihlens.

1
Proposition 2.8. Fs gilt (n+1) (Z) =(k+1) (Zi_ 1).

BEWEIS: (1) Sei A eine Menge mit #A = n + 1. Wir zéhlen die Paare (a,T) €
A x P(A) mit @ € T und #T = k + 1 auf zwei Arten ab. Einmal kénnen wir
a € A beliebig wéhlen und dann k& Elemente aus A \ {a} hinzufiigen; das ergibt
den Term auf der linken Seite. Oder wir wéhlen zunéchst die Teilmenge T aus
und anschlieflend ein Element a € T'; das ergibt den Term auf der rechten Seite.
(2) Alternativ mit Prop. 2.3 folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich
in (n+1)(1+2)" =L(1+az)"". 0

Durch Induktion erhélt man daraus folgende bekannte Formel.

Korollar 2.9.

k! kl(n— k)

(Z)_n(n—l)...(n—k—l—l) n!

Ein einfacher Spezialfall der Vandermondeschen Kovolution Prop. 2.5 ist folgende
Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten.

, n+1 n n
Korollar 2.10. FEs gilt <k+ 1> = (k> + <k+ 1).
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BEWEIS: Setze in Prop. 2.5 (n,m, k) := (n, 1,k + 1). O

Mit dieser Formel und den Anfangswerten (2) =1firk=0und =0fiir k #0
gewinnt man die Binomialkoeffizienten in Form des Pascalschen Dreiecks:

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Wir wollen jetzt noch ein paar weitere Situationen kennenlernen, in denen Bi-
nomialkoeffizienten auftauchen. Im einen Fall geht es um Wege in einem Gitter.
Dazu betrachten wir das Quadratgitter in der Ebene, das durch (z,y) € R? |
x € Z oder y € Z} gegeben ist. Die Schnittpunkte der Gitterlinien heiflen Gitter-
punkte; das sind genau die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Ein Gitterweg
von (a,b) € Z? nach (c,d) € Z? soll fiir uns ein Weg vom Punkt (a,b) zum
Punkt (¢, d) sein, der stets lings der Gitterlinien verlduft und immer nach rechts
oder nach oben geht (insbesondere muf also ¢ > a und d > b sein). Das Bild
zeigt ein Beispiel.

(9,4)

(0,0)

‘T

Wie viele Gitterwege gibt es nun von (0,0) zum Punkt (n,m), wenn n und m
nichtnegative ganze Zahlen sind?

- Glitterwe-

eps . + + + m)!
Proposition 2.11. Es gibt genau (n m> = (n m) = (o4 m)!
n

m nlm)!

ge von (0,0) nach (n,m).

BEWwEIS: Die Gitterwege entsprechen genau den Moglichkeiten, die n Schritte
nach rechts (bzw. die m Schritte nach oben) auf die insgesamt n + m Schritte
zu verteilen. O

Als Ubung sei empfohlen, die verschiedenen Eigenschaften der Binomialkoeffizi-
enten anhand des Gitterweg-Modells zu beweisen.

Gitterwege werden uns im néchsten Kapitel noch einmal begegnen.
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Nun zu einer ganz anderen Frage.

Wie wviele Méglichkeiten gibt es, eine natiirliche Zahl n als Summe
von m positiven ganzen Zahlen (unter Beachtung der Reihenfolge) zu
schreiben?

Anders gesagt, handelt es sich um die Anzahl der Lésungen in positiven ganzen
Zahlen der Gleichung

(2.1) T+ To+-+ Ty =n.
Zum Beispiel haben wir fiir m = 3 und n = 5 folgende Lésungen:
b=34+1+1=24+24+1=241+2=14+3+1=14+2+2=1+1+3.

Zur Losung des Problems stellen wir uns n nebeneinander gemalte Punkte vor.
Eine Losung (xy,...,x,,) obiger Gleichung (2.1) kann dann dargestellt werden,
indem wir der Reihe nach von links 1, zo, ... Punkte abzédhlen und durch einen
Strich abteilen. Wir miissen also m — 1 Striche auf die n — 1 Zwischenrdume
zwischen den Punkten verteilen. Es folgt:

n—1

Proposition 2.12. Gleichung (2.1) hat genau ( 1) Lésungen in positiven

ganzen Zahlen.

Mit Prop. 2.4 (oder direkt mit obigem Argument) sieht man dann:

Korollar 2.13. FEine natiirliche Zahln > 0 laft sich auf genau 2"~ Weisen als
(geordnete) Summe positiver ganzer Zahlen schreiben.

Was passiert, wenn wir zulassen, dafl z; = 0 ist? Aus einer Losung von (2.1) in
nichtnegativen ganzen Zahlen erhalten wir eine Losung von

Ty + Tyt + Ty =n+m
in positiven ganzen Zahlen, indem wir zu jedem z; eins addieren.

n+m—1

Proposition 2.14. Gleichung (2.1) hat genau ( ]
m —_

) Lésungen in nicht-
negativen ganzen Zahlen.

(Ein weiterer Beweis ergibt sich, indem man die Losungen danach sortiert, welche
der Variablen den Wert null annehmen. Man erhélt

Z n—1 _Em: m n—1 _(m+n-—1

m—#T—-1) k)\m—-—k—-1) m—1

TC{1,...,m} k=0

nach Prop. 2.5.)

Betrachten wir nun eine Zerlegung von n in m + k positive ganze Zahlen:
n=r+y=(T1+To+ - +Tp)+ Gty +y).

Zu jeder solchen Zerlegung gehort eine Zerlegung n = x4y, eine Zerlegung von x
in m Teile und eine Zerlegung von y in k£ Teile. Wir erhalten:
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Proposition 2.15. FEs gilt fiir m,k > 0:
”z‘:l j—1\(n—j-1\ [ n-1
—\m-—1 k—1 ) \m+k—-1/)"

Folgende dquivalente Form diirfte etwas einfacher anzuwenden sein. Sie gilt fiir

n,m,k > 0.
z”: iN(n—3\ [ n+l1
m k) \m4+k+1)

Jj=0

Einen wichtigen Spezialfall erhalten wir, wenn m = 0 ist.

Korollar 2.16. FEs gilt fir k > 0: Z (‘]Z:) = (Z ::: 1).

J=0

Ubungsaufgaben 2.17.

1. Sei A eine n-elementige Menge. Wie viele Teilmengen von A haben eine
ungerade Anzahl von Elementen?

2. Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus einer n-elementigen Menge zwei dis-
junkte Teilmengen T}, T, auszuwéihlen?

3. Finden Sie zwei verschiedene Beweise fiir die Identitat

(n—k)(Z) =(k:+1)(kj_1).

3. KINOWARTESCHLANGEN UND CATALAN-ZAHLEN

Wenden wir uns nun etwas schwierigeren Fragen zu.

Vor einem Kino (Eintritt DM 10) warten m Leute, die genau einen 10-
DM-Schein dabei haben und n Leute, die genau einen 20-DM-Schein
dabei haben. Die Kasse ist leer. Wie viele Mdoglichkeiten gibt es, die
10-DM-Leute und die 20-DM-Leute so auf die Schlange zu verteilen,
dafl immer geniigend Wechselgeld vorhanden ist?

Offenbar ist die Antwort 0, wenn n > m ist. Wir wollen daher n < m vorausset-
zen. Wenn wir jemanden mit einem 10-DM-Schein durch eine 1 und jemanden
mit einem 20-DM-Schein durch eine 2 symbolisieren, dann lduft obige Aufgabe
auf die Frage hinaus, wie viele Folgen aus m Einsen und n Zweien es gibt, so daf3
in jedem Anfangsstiick stets mindestens so viele Einsen wie Zweien vorkommen.
Wir konnen diese Folgen auch als Gitterwege betrachten, indem wir eine 1 als
einen Schritt nach rechts und eine 2 als einen Schritt nach oben iibersetzen. Dann
148t sich die Frage interpretieren als die nach der Zahl der Gitterwege von (0, 0)
nach (m,n), die die Winkelhalbierende des 1. Quadranten nicht iiberqueren. Eine
aquivalente Formulierung der Bedingung ist, daff der Weg die Gerade y =z + 1
nicht beriihren darf.

In vielen Féllen, in denen nach der Anzahl von Elementen (hier Gitterwegen)
mit einer bestimmten Eigenschaft gefragt ist, ist es einfacher, die Elemente ab-
zuzdhlen, die diese Eigenschaft nicht besitzen. Das gilt auch hier. Jeder schlechte
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Gitterweg von (0,0) nach (m,n) mufl die Gerade y = x + 1 irgendwann zum er-
sten Mal beriihren, sagen wir im Punkt (r,s). Wenn wir den Weg von (0, 0)
nach (r,s) an der Geraden y = = + 1 spiegeln, erhalten wir einen Gitterweg
von (—1,1) nach (r,s), der zusammen mit dem urspriinglichen Weg von (7, s)
nach (m,n) einen Gitterweg von (—1,1) nach (m,n) bildet. (Diese Idee ist {iber
100 Jahre alt: D. André, 1887.)

(8,4)

(-1,1

!

Umgekehrt erhalten wir aus jedem Gitterweg von (—1,1) nach (m,n) einen
schlechten Weg von (0,0) nach (m,n), indem wir den Abschnitt bis zum er-
sten Beriithren der Geraden y = x + 1 an dieser Geraden spiegeln. Wenn n < m
ist, muB ja jeder Weg von (—1,1) nach (m,n) diese Gerade wenigstens einmal
beriihren. Wir haben also gezeigt:

(0,0)

Satz 3.1. Die Anzahl der unterhalb der Winkelhalbierenden des ersten Qua-
dranten verlaufenden Gitterwege von (0,0) nach (m,n) (mit n < m) ist

n+m n+m _m+1—n n+m _m+1—n n+m
m m+1) m+1 m n n m+1)°
Im Nachhinein 148t sich das auch noch anders einsehen. Sei a,,,, die Anzahl der

eingeschréankten (also ,,guten®) Gitterwege von (0,0) nach (m,n). Dann haben
wir offensichtlich immer noch die Rekursion

Um+1,n+1 = Amn+1 + Am+1,n
giiltig fiir m,n > 0 und m > n, aber mit den Randbedingungen
Amo =1 und mmt1 = 0

fiir m > 0. Denn jeder Weg endet nach wie vor entweder mit einem Schritt nach
rechts oder einem Schritt nach oben; zu einem Punkt (m,0) gibt es stets genau
einen Gitterweg, und die Gerade y = = + 1 ist verboten. Beide Summanden
in Satz 3.1 erfiillen die Rekursionsgleichung, und die Randwerte stimmen auch.
Auf diesem Wege 148t sich der Satz auch verallgemeinern auf den Fall, daf§ die
20-DM-Scheine durch (k-10)-DM-Scheine ersetzt werden (siche Ubungsaufgabe).

Interessant ist der Spezialfall m = n; die dann auftretenden Zahlen
1 <2n)
Cp =
n+1\n

heiBen Catalan-Zahlen. Sie treten in vielen Zusammenhéngen auf. (Ganz neben-
bei erhalten wir die Aussage, daf (2:) durch n + 1 teilbar ist.) Hier sind die
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ersten Glieder dieser Folge:
Co — 1, Ccl = 1, Cy = 2, C3 = 5, Cy = 14, Cy = 42,

Einige Abzéahlprobleme, die durch die Catalan-Zahlen gelost werden, sind im
folgenden Satz zusammengestellt.

Satz 3.2. Folgende Anzahlen sind durch die Catalan-Zahl ¢, gegeben.

(1) Die Folgen aus je n Nullen und Einsen, so dafl jedes Anfangsstiick minde-
stens so viele Nullen wie Einsen enthilt.

(2) Die Folgen aus je n+ 1 Nullen und Einsen, so daf$ jedes Anfangsstick der
Lénge ungleich 0 oder 2n + 2 mehr Nullen als Einsen enthdlt.

(3) Die vollstindigen Klammerungen eines Produkts aus n + 1 Faktoren.

(4) Die ebenen Setzbdume mit n+ 2 Knoten (und daher n+ 1 Kanten).

(5) Die ebenen bindren Setzbiaume mit n+ 1 Blittern (ungleich der Wurzel).

(6) Die Zerlegungen eines konvexen (n + 2)-Ecks in Dreiecke durch sich nicht
schneidende Diagonalen.

(7) Die Mdglichkeiten, 2n auf einem Kreis gelegene Punkte paarweise durch n
sich micht tiberschneidende Strecken zu verbinden.

Hier sind zunéchst einige Erkléarungen nétig. Ein Baum ist ein zusammenhéngen-
der (einfacher, schlingenloser, ungerichteter) Graph ohne Kreise. Aquivalent zur
letzten Bedingung ist, dafl die Anzahl der Kanten eins weniger als die Anzahl
der Ecken ist. Eine andere Charakterisierung von Baumen ist, dafy es zwischen
je zwei Ecken einen eindeutigen Weg (ohne mehrfach durchlaufene Kanten) gibt.
Ein Wurzelbaum ist ein Baum, in dem ein Knoten als Wurzel ausgezeichnet ist.
Ein Setzbaum ist ein Wurzelbaum, dessen Wurzel Grad 1 hat (d.h. es geht nur
eine Kante von ihr aus). Ein Wurzelbaum ist eben (oder planar), wenn die von
der Wurzel weg weisenden Kanten in jedem Knoten geordnet sind (z.B. von
links nach rechts). Ein Baum ist bindr, wenn alle Knoten entweder Grad 1 (dann
heiflen sie Blatter) oder Grad 3 haben.

Als Beispiel sind in Abb. 1 die verschiedenen Figuren fiir n = 3 gezeigt.

Im folgenden sei A,, die Menge der kombinatorischen Objekte in der Behaup-
tung (m) und A,,(n) die Teilmenge der Objekte, die zum Index n gehoren. Die
Behauptung des Satzes ist also #.A,,(n) = ¢, fir m =1,2,3,4,5,6,7.

Zum Beweis des Satzes iiberlegen wir uns zunéchst, da8 (1) und (2) dieselbe
Anzahl definieren. Da wir schon wissen, dafl die zu (1) gehtrende Anzahl ¢, ist,
wird dadurch Teil (2) des Satzes bewiesen. Dazu bilden wir die Objekte in .A;(n)
und in Ay(n) bijektiv aufeinander ab. Wenn X in A, (n) ist, dann ist offensichtlich
0X1 in Ay(n). Ist umgekehrt Y in As(n), dann mufl Y mit 0 beginnen (denn
das Anfangsstiick der Lénge 1 enthélt mehr Nullen als Einsen) und mit 1 enden
(selbes Argument mit dem Anfangsstiick der Lange 2n + 1). Also ist Y = 0X1,
und X muB in A4 (n) sein. Damit ist die Bijektion hergestellt.

Nun gibt es mehrere Moglichkeiten, Folgen aus A; rekursiv zu konstruieren be-
ziehungsweise in kleinere Teile zu zerlegen. Zum einen hat eine solche Folge X
eine eindeutige Zerlegung X = XX, ... X}, in Teilfolgen X; € A,. Zum Beispiel
zerlegt sich 001101 als 0011 | 01. Umgekehrt ist jede durch Aneinanderhingen
von Folgen aus A, entstehende Folge wieder in A;. Es ergibt sich also folgende
erste Rekursionsformel fiir die Catalan-Zahlen.
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(1) 010101 001101 010011 001011 000111
(2) 00101011 00011011 00100111 00010111 00001111
3) | (z(z(zx))) | (zx)(zx)) | (x((zx)z)) | (z(zz))z) | (((zz)r))
Ty YT
?y A ? % YY
o YTV D

ABBILDUNG 1. Die kombinatorischen Figuren zu c3

Korollar 3.3. FEs gilt

k=0 mi,....mp>0
mi+--+mr=n—~k

(Diese Formel enthdlt den Spezialfall co = 1.)

Ausgeschrieben bedeutet das

2 3
co=1, a=c=1, ca=c+c=2, c3=cr+coc;i+cico+cyg=25,

Wir kénnen aber auch die Zerlegung X = X; X’ betrachten (mit X' = X5 ... X,
in der fritheren Zerlegung), d.h. X; € Ay und X' € A;. Diese Zerlegung ist
ebenfalls eindeutig, und umgekehrt ist X; X’ € A;, wenn X; € Ay und X' € A;.
Das ergibt die (praktischere) zweite Rekursionsformel fiir die Catalan-Zahlen.

Korollar 3.4. Es gilt
n—1

=1, Cp = E CrCn_1-g firn > 1.
k=0

Ausgeschrieben bedeutet das

2 2
co=1, co=c=1, ca=coci+cicg=2, c3=coca+ci+cacyg=35,
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Um nun den Satz fertig zu beweisen, iiberzeugen wir uns davon, daf§ die Objekte
in den verschiedenen Mengen A,, sich analog zerlegen lassen.

Zu (3): Jedes vollstindig geklammerte Produkt aus n + 1 Faktoren (mit n >
1) zerlegt sich eindeutig in zwei vollstdndig geklammerte Produkte (die beiden
Faktoren in der duflersten Klammer), eines mit k£ + 1 Faktoren, das andere mit
(n —1—k) 4+ 1 Faktoren. Wir haben also eine Bijektion zwischen

n—1
Asz(n)  und L-I_-J As(k) x Ag(n —1—k).
k=0
Da aulerdem #.43(0) = 1 ist, erfiillen die Zahlen #.A3(n) die zweite Rekursi-
onsformel, also ist #.A43(n) = ¢,.

Zu (4): Ein ebener Setzbaum entsteht aus einer Folge ebener Setzbaume, indem
man alle diese Setzbaume (in der durch die Folge gegebenen Ordnung) an ihren
Wurzeln identifiziert und dann an diesen Knoten eine neue Wurzel durch eine
Kante anhédngt. Auf diese Weise wird aus Setzbdumen mit my + 2, ms + 2, ...
my. + 2 Knoten ein Setzbaum mit my + - - - + my + k + 2 Knoten. Das zeigt, das
die erste Rekursion erfiillt ist.

Zu (5): Dieselbe Konstruktion wie fiir die ebenen Setzbédume zeigt hier, daf8 die
zweite Rekursion erfiillt ist.

Zu (6): Wir fixieren eine Kante des (n+2)-Ecks. Dann zerlegt sich das (n+2)-Eck
in das Dreieck, zu dem die fixierte Kante gehort, ein trianguliertes (k + 2)-Eck
links von diesem Dreieck und ein trianguliertes (n — 1 — k + 2)-Eck. Wir sehen,
daBl die zweite Rekursion gilt.

Zu (7): Wir fixieren einen der 2n Punkte und betrachten die Sehne, die diesen
Punkt enthélt. Sie teilt die gegebene Figur in eine Sehnenfigur auf 2k Punkten
auf der linken Seite und eine Sehnenfigur auf 2(n—1—k&) Punkten auf der rechten
Seite. Das zeigt, dafl ebenfalls die zweite Rekursion erfiillt ist.

Der Satz ist damit bewiesen. O

Es ist auch moglich, die Mengen A,,(n) bijektiv aufeinander abzubilden. Hier
sind in Kurzfassung einige Moglichkeiten.

As; — As: Das ist sehr natiirlich. Aus dem bindren Baum bekommen wir ein
vollstandig geklammertes Produkt, indem wir die Blétter geméafl der Baumstruk-
tur sukzessive zusammenfassen.

As — Ag: Aus der Triangulierung erhalten wir einen Bindrbaum, indem wir
innere Knoten den Dreiecken und Blétter den Seiten des Polygons zuordnen;
eine Seite ist dabei fixiert und entspricht der Wurzel. Zwei innere Knoten werden
miteinander verbunden, wenn die zugehorigen Dreiecke aneinanderstofien; ein
innerer Knoten wird mit einem Blatt verbunden, wenn das entsprechende Dreieck
die dem Blatt zugeordnete Seite als Seite hat.

Ay < A7: Aus der Sehnenfigur wird ein ebener Wurzelbaum, indem wir je-
dem der Gebiete, in die der Kreis geteilt wird, einen Knoten zuordnen; aneinan-
dergrenzenden Gebieten entsprechen aneinandergrenzende Knoten. Ein Punkt
(verschieden von den 2n gegebenen Punkten) auf der Kreislinie sei fixiert. Dann
entspricht dem Gebiet, auf dessen Rand dieser Punkt wird, die Wurzel im Baum.
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Einen Setzbaum erhalten wir, indem wir an dieser Wurzel eine neue Kante an-
setzen, die zur neuen Wurzel fiihrt.

Etwas weniger einsichtig ist es, wie man (zum Beispiel) die Bdume durch 0-1-
Folgen kodieren kann.

Ay — Ay Aus dem Setzbaum konstruieren wir eine 0-1-Folge, indem wir von der
Wurzel ausgehend im Uhrzeigersinn um den Setzbaum herumlaufen. Fiir jeden
Schritt von der Wurzel weg notieren wir eine 0, fiir jeden Schritt auf die Wurzel
zu eine 1.

Ay — As: Wir laufen ebenfalls im Uhrzeigersinn um den Baum herum. Fiir
jeden Schritt nach , links oben* notieren wir eine 0, fiir jeden Schritt nach ,,rechts
unten® eine 1. Die Kante an der Wurzel soll dabei in beiden Féllen mitzéhlen.

In der Skizze vor dem Beweis stehen einander zugeordete Figuren untereinander.
(Die fixierte Seite bei (6) ist dabei unten, und der fixierte Punkt bei (7) ist
ebenfalls unten.)

4. DIE SIEBFORMEL

Die Siebformel (auch Ein-/Ausschaltformel oder Prinip von Inklusion und Ex-
klusion genannt) ist im Grunde eine Verallgemeinerung der Summenregel fiir
Maéchtigkeiten auf den Fall nicht notwendig disjunkter Mengen. Seien A;, As
usw. Teilmengen einer Menge A. Wie man sich leicht an einem Mengendiagramm
klarmacht, gilt dann

#(A\ (AU Ay)) = #A — #A — # A+ #(A1 N Ay)
HA\ (AL U A U A3)) = #HA — #A) — #As — #A;
+ # (AL N Ag) + #(A1 N Az) + #(A2 N Az)
—#(A; N Ay N As3)
Der folgende Satz sagt unter anderem, daf die offensichtliche Verallgemeinerung

dieser Formeln richtig ist.

Zunéichst fithren wir aber noch eine abkiirzende Schreibweise ein. Wenn [ eine
Indexmenge ist und A; fiir ¢« € I Teilmengen einer fest gegebenen Menge A sind,
dann sei fiir eine Teilmenge T" C [

Ar =) A
i€T
mit dem Spezialfall Ay = A.

Satz 4.1. Sei A eine endliche Menge mit Teilmengen Ay, ..., A,. Fir0 <m <
n sei A™ C A die Teilmenge, deren Elemente in genaum der Mengen A; liegen.
Dann gilt

$A = 3 (T (#T>#AT

m
TC{1,...,n}

- k
= (—1)k_m(m) > H#HAG

k=m 1<j1 < <jr<n
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Wird die zweite Summe nach einem positiven (negativen) Term abgebrochen, so
erhalten wir eine obere (untere) Abschitzung fiir #A™.

Der wichtigste Fall ist m = 0. Die Formel lautet dann einfach
#A\JA) = D (—)FT#Ar
j=1

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir ein paar Identitéiten fiir Binomialkoeffizi-
enten.

Lemma 4.2.

0 e (y) = (T ) sz

2 () (1) -GG,
(3) Fiir s >m gilt
i(—l)’“—m(k) (7“) = (7;) (r o 1) falls 7 > m

m/) \k 1 fallsr=m
0 falls r <m

k=m

BewEIS: (1) Induktion nach s. Klar fiir s = 0. Der Induktionsschritt ist nichts
anderes als die iibliche Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten.

(2) Beide Seiten sind gleich r!/(m!(k — m)!(r — k)!).

(3) Das folgt aus (1) und (2). O
BEWEIS (von Satz 4.1): Wir betrachten die Summe fiir £ = m bis k = s (mit
m < s < n) und bestimmen den Anteil, den A" dazu beisteuert. Ein Element,
das in genau r der Teilmengen liegt, kommt offenbar in genau (;) Durchschnitten
von k der Teilmengen vor (denn diese k Teilmengen miissen aus den r Teilmengen
ausgewihlt werden, die das gegebene Element enthalten). Also ist der Beitrag

von A" gerade
> kN (r
A(r) -1 k—m
#4031 (5)():

und die gesamte Summe S(s) ist unter Verwendung von Lemma 4.2

o $ean Eor())

k=m
_ ot —qym S (T (T g,
#AM + (-1 TZ;1QH)< LAY

und wir haben #A™ < S(s), wenn s —m gerade ist, #A™ > S(s), wenn s —m
ungerade ist, und #A™ = S(n). O
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Kommen wir nun zu einigen Beispielen. Die Siebformel 148t sich immer dann
gut anwenden, wenn es darauf ankommt, Objekte zu zéhlen, die keine (oder
wenigstens eine) von einer Anzahl von Eigenschaften haben.

4.1. Primzahlen bis 100. Wie viele Primzahlen < 100 gibt es?

Jede zusammengesetzte Zahl < 100 hat einen Primteiler < 7. Wir zéhlen also
die Zahlen bis 100, die durch keine der Zahlen 2,3,5,7 teilbar sind. Dann miissen
wir noch 4 addieren (fir die Primzahlen 2,3,5,7) und eins abziehen (fir die
Nichtprimzahl 1). Sei also A = {1,2,...,100}, und sei A, C A die Teilmenge
der durch n teilbaren Zahlen. Dann gilt #A,, = [%OJ und A,,NA, = A,,,, wenn
m und n teilerfremd sind. Es folgt
#(A\ (A2 U A3 U A5 U A7)
= #A—#Ay — #A3 — #A45 — #47
+ #As + F A0 + F A+ FH A + F A + F#Ass
— #Az0 — # A2 — # A0 — #A105 + #A210
=100—-50—-33—-20—144+164+10+7+64+44+2—-3—-2—-1—-0+4+0
— 22,

also gibt es genau 22 + 4 — 1 = 25 Primzahlen bis 100.

4.2. Die Eulersche p-Funktion.

Sie ist definiert als
o(n) =#{m e {1,2,...,n} | ggT(m,n) =1}.

Die zu zédhlenden Zahlen sind gerade die, die mit n keinen Primteiler gemeinsam
haben. Sei also P die Menge der Primteiler von n. Wie eben sei wieder A =
{1,2,...,n}, und fur d|n sei Ay = {d,2d,...,n}. Es gilt dann #A,; = n/d, und
wie eben haben wir

T "o __l_n _1
Pl = 3 (P =n 3 [ = H(1 p).

TCP TCPpeT
C per CP pe

4.3. Fixpunktfreie Permutationen. Dieses Problem ist auch unter dem klas-
sischen Namen ,,Probleme des rencontres® bekannt.

Gefragt ist nach der Anzahl der fixpunktfreien Permutationen von n Objekten,
also der bijektiven Abbildungen f : {1,...,n} — {1,...,n} mit f(k) # k fir
alle k. (Ein Element k, so da f(k) = k, heifit Fizpunkt von f.) Etwas allgemeiner
kénnen wir nach der Anzahl der Permutationen mit genau m Fixpunkten fragen.
Zur Anwendung der Siebformel setzen wir N = {1,2,...,n} und

A={f: N — N | f bijektiv}, A, ={fe€A| f(k)=k}.

Dann ist #A) die Anzahl der Permutationen mit m Fixpunkten. Fiir T C N
gilt offenbar #Ar = (n — #7)!, da die Elemente des Durchschnitts in Bijektion
mit den Permutationen von N \ T stehen. Daraus ergibt sich

k=m
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Speziell haben wir fiir die Zahl der fixpunktfreien Permutationen
0) _ (=1~ _ n:
=n Z ko { e |’
k=0

wenn n > 1 (dabei sei [z] eine zu x am néchsten gelegene ganze Zahl). Ei-
ne zufillige Permutation ist also ziemlich genau mit Wahrscheinlichkeit 1/e =
0.367879 ... fixpunktfrei.

4.4. Surjektive Abbildungen und Aquivalenzrelationen.

Seien M und N Mengen mit #M = m und #N = n. Wir wollen die Anzahl der
surjektiven Abbildungen von N auf M bestimmen. Dazu setzen wir A = {f :
N — M}, und fir x € M setzen wir A, ={f € A|xz ¢ f(N)}. Fiw T C M gilt
dann #Ar = (m — #7T)", denn Ap besteht gerade aus den Abbildungen von N
in M \ T. Fiir die Anzahl der surjektiven Abbildungen ergibt sich also

#40 =304 (7) =

k=0

Da wir die Bilder beliebig permutieren konnen, mufl diese Zahl durch m! teilbar
sein. Die Zahlen

(A1) smﬂny:£%§:@4ﬁ<2> 2: k (m — m

heiflen Stirling-Zahlen zweiter Art. Die Zahl S (n,m) ist die Anzahl der Parti-
tionen einer n-elementigen Menge in m nichtleere Teilmengen (ohne Beachtung
der Reihenfolge der Teilmengen) oder dquivalent die Anzahl der Aquivalenz-
relationen auf einen n-elementigen Menge mit genau m Aquivalenzklassen. Die
Gesamtzahl aller Aquivalenzrelationen auf einer n-elementigen Menge heiBt Bell-
sche Exponentialzahl

= ZS(n,m).

Ubungsaufgaben 4.3.

(1) Zeigen Sie folgende Identititen fiir die Stirling-Zahlen 2. Art und die Bell-
Zahlen.
(a) S(0,0) =1, 5(0,m) =0 fir m >0, S(n O) 0 fiir n > 0.

(b) S(n+1,m+1)=Sn,m)+ (m+1)S(n, 1).

(c) Stn+1,m+1) =31 (1)S(k,m).

(@) BO) =1, B(n +1) = 0y () B(E).

(2) Von 20 Leuten gehort jeder wenigstens einem von fiinf verschiedenen Verei-
nen an. Jeder Verein hat 10 Mitglieder. Zeigen Sie, dafl es zwei Vereine gibt,
die wenigstens drei Mitglieder gemeinsam haben. L&t sich diese Aussage
noch verbessern?

(3) n Paare von identischen Karten werden in einer Reihe ausgelegt. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dafl kein Paar nebeneinander zu liegen kommt?
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4.5. Lésung der Ubungsaufgaben.

AUFGABE (1): Teil (a) la8t sich entweder durch Riickgriff auf die Formel (4.1)
16sen oder indem man auf die kombinatorische Interpretation zuriickgreift: Auf
der leeren Menge gibt es genau eine (nédmlich die leere) Aquivalenzrelation; sie
hat 0 Aquivalenzklassen. Also ist S(0,0) = 1 und S(0,m) = 0 fiir m > 0. Jede
Aquivalenzrelation auf einer nichtleeren Menge muf wenigstens eine Aquivalenz-
klasse haben, also gilt S(n,0) = 0 fir n > 0. Da eine n-elementige Menge nicht
in mehr als n Klassen zerfallen kann, gilt iibrigens auch

m! S(n,m) = i(-gk (Z) (m — k)" =0

k=0
fir m > n.
Zu Teil (b): Sei A eine n-elementige Menge und a ein weiteres Element. Wenn
ich A” = AU {a} in m + 1 Klassen zerlegen will, dann kann ich entweder a
alleine in eine Klasse stecken; das ergibt dann die S(n,m) Moglichkeiten, A in
m Klassen aufzuteilen. Oder ich teile A in m+ 1 Klassen auf; dann kann ich a zu

einer dieser Klassen dazunehmen, also gibt es dafiir insgesamt (m+1)S(n, m+1)
Moglichkeiten.

Zu Teil (c): Wir betrachten die Klasse, in der a landet. Sei n+1—k ihre Grofle. Es

gibt (nf k) = (Z) Moglichkeiten, die iibrigen n — k Elemente aus A auszuwéhlen;

dann mufl noch die verbleibende k-elementige Menge in m Klassen eingeteilt
werden.

Teil (d) folgt aus (a) und (c).

AUFGABE (2): Sei A die Menge der 20 Leute und seien A; (j = 1,...,5) die
Vereine. Nach Voraussetzung gilt #A = 20 und #A; = 10. Die Siebformel liefert

0< #AO <HA-D #A;+ > #(A;N A,
j j<k
also
> H#(A;NAL) > —2045-10 = 30.
j<k
Da es 10 verschiedene Durchschnitte von je zwei Vereinen gibt, mufl einer we-
nigstens drei Elemente enthalten.

Tatséchlich mufl es sogar einen Durchschnitt mit vier Elementen geben. Dazu
benutzen wir die allgemeine Version der Siebformel. Wir setzen

ap = Z #AT7
£T—k

also ag = #A =20, a; = Zj #A; = 50. Wir wollen as nach unten abschétzen.
Nach der Siebformel gilt

0<#AO = qy — a1 + ay — a3 + a1 — as
0 S #A(l) = ay — 2&2 + 3@3 - 4@4 + 5&5
0< #AE‘*; = a, — bas

0 < #AG

= a5
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Wenn wir diese Ungleichungen mit 3, 1, 1, 3 multiplizieren und addieren, erhalten
wir

3ag — 2a1 +ax > 0, also ay > 40.

Diese Schranke ist optimal, denn man kann die Leute so auf die Vereine verteilen,
daBl jeder Durchschnitt zweier Vereine genau vier Elemente hat.

Der gegebene Beweis funktioniert auch noch, wenn alle Zahlen mit einer Kon-
stante multipliziert werden (2000 Leute, 5 Vereine mit je 1000 Mitgliedern, dann
gibt es zwei Vereine mit mindestens 400 gemeinsamen Mitgliedern) oder im
Grenzfall fiir Mafie von Mengen (5 meBbare Teilmengen des Einheitsquadrats,
jede mit der Flache %; dann gibt es zwei, deren Durchschnitt mindestens Fléche
% hat). Fiir die gegebene Aufgabe gibt es noch eine einfachere Losung wie folgt.
Wir nehmen an, fiir alle Durchschnitte gelte #(A;NAy) < 3. Dann gilt (ebenfalls
nach der Siebformel)

#(A N\ (AUA U UA; ) > #A4; —#(AINA) — - — #(A;-1 N A))
>10-3(j —1).

Also haben wir den Widerspruch

AUFGABE (3): Wir miissen uns zunéchst iiberlegen, wie viele Moglichkeiten
es ohne die Nebenbedingung gibt. Wenn wir nur darauf achten, welche Kar-
ten gleich und welche verschieden sind, dann hat unsere Grundmenge A die
Miéchtigkeit (22,172,' (Wenn wir uns alle 2n Karten als verschieden vorstellen, gibt
es (2n)! Moglichkeiten. Da die beiden Karten in jedem Paar ununterscheidbar
sind, miissen wir durch 2" teilen. Da es uns auf die Reihenfolge der Paare nicht

ankommt, miissen wir noch durch n! teilen.)

Als Ausschlufmengen nehmen wir A; als die Teilmenge von Konfigurationen, bei
denen auf den Plitzen j und j+1 zwei gleiche Karten liegen (j = 1,2,...,2n—1).
Fiir eine Teilmenge 7' C {1,2,...,2n — 1} gilt offenbar Ay = ) genau dann,
wenn 1" zwei aufeinanderfolgende Zahlen enthélt. Im anderen Fall ist #A; =

%, wenn #1 = k. Wir miissen also noch die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen von {1,2,...,2n — 1} bestimmen, die keine aufeinanderfolgenden

Zahlen enthalten.

Dazu ordnen wir die Elemente von 7" aufsteigend an:
N <J2<--<Jk-

Die Bedingung ist dann jo > 51+ 1, j3 > 72+ 1, ..., jkg > jr—1 + 1. Wir konnen
also eine neue Menge bilden:

T ={j1,jo—1,3—2,....5xs — (k—=1}C{1,2,...,2n — k}.

Da sich diese Konstruktion umkehren 148t, haben wir gezeigt, dafl die gesuchte
Zahl gleich der Zahl der k-Teilmengen einer (2n — k)-elementigen Menge ist, also
gleich (Q”k_ k)
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Jetzt konnen wir die Siebformel anwenden, um die gesuchte Wahrscheinlichkeit
zu berechnen.

#AO

Wy, = #A
_ 2l ¢ (_1)k<2n—k> (2n — 2k)!
(2n)! &~ k) 2nk(n —k)!

(=D 2n—k)! 2%l
_Z k! (2n)!  (n—k)!
(=1)% (2n)(2n — 2)(2n — 4) ... (2n — 2k + 2)
o 2n)@2n—1)2n—2)...2n—k+1)

k=0
Die ersten paar Werte

12 47

y W4 =35, W5 = 135,

Wl

wg=1, w =0, wy=w3=
deuten darauf hin, dal w,, einen Grenzwert hat. Tatséchlich gilt
Proposition 4.4.
lim w, = e =0.367879... .

n—oo

Zum Beweis benutzen wir ein etwas allgemeineres Lemma, das wir zunéchst
formulieren und beweisen wollen.

Lemma 4.5. In der Siebformel (Satz j.1) seien die Mengen A und A; von ei-
nem Parameter n abhdngig: A(n) usw. Wir bezeichnen mit a(n,k) den k-ten
Term

a(n,k) = Y #A(n)r

#T=k
in der Siebformel.
Wenn fiir jedes k der Grenzwert
. a(n, k)
1 =:
woo FA(n)

existiert, dann gilt fir alle m > 0, fir die die Summe auf der rechten Seite
konvergiert,

n)m >
= tim L = (o

BEWEIS: Nach der Siebformel gilt

m+2s . k (I(?’L,k)
iy | S 2 (m> Aln)

= #
#A(n) mast wem () a(n, k)
> 3 o) $a
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Es folgt
. i A(n)(m) < k—m k
-~ 7 < —
hfln sup ") kE (—1) ) O
.. #A(n)(m) = k—m k
2 > E - ,
11511 inf ") : (—1) ) O

Wenn die Summe auf der rechten Seite von (4.2) konvergiert, dann folgt die

Behauptung, wenn wir s — oo gehen lassen. O

BEWEIS (von Prop. 4.4): Hier haben wir (mit den Bezeichnungen des Lemmas)
aln,k) 1 (2n)(2n—2)(2n—4)...(2n — 2k + 2)

#An) kK Cn)@n—-1)2n—-2).. . 2n—k+1)

also
aln,k) 1

lim = —.

nooo fEA() K

Aus dem Lemma folgt dann

L HA) S (D) RN et
i i = ()=

der Fall m = 0 gibt die Behauptung. O

k=m

Man koénnte auch an folgenden ,, Beweis* denken:

Fiir ein gegebenes Paar ist die Wahrscheinlichkeit, dafi es nebeneinander zu liegen

kommt, gleich
1 2n\ 1
2n—1\2) n’

Die Wahrscheinlichkeit, daf} alle n Paare nicht zusammenkommen, ist also

(1—1) — e b,
n

Der Fehler in dieser Argumentation ist, dafl implizit angenommen wird, dafl die
n Paare beziiglich des Zusammentreffens voneinander unabhéingig sind. Das ist
natiirlich falsch (das sieht man auch daran, da§ w,, fir n =2,3,... von (1 — %)”
verschieden ist). Das Ergebnis bleibt aber richtig, was daran liegt, dafi sich die
Paare doch annéhernd unabhéngig verhalten, wenn man nicht zu viele (relativ
zu n) gleichzeitig betrachtet.

4.6. Memory.

Es ist Thnen sicher auch schon aufgefallen, dafl beim Memory-Spiel sehr héufig ein
Paar gleicher Karten nebeneinander zu liegen kommt, auch wenn die Karten sehr
gut gemischt waren. Wir wollen hier die Wahrscheinlichkeit (fiir viele Karten)
dafiir bestimmen, dafl das nicht passiert. Diese Frage ist das zwiedimensionale
Analogon zu Aufgabe (3). Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, da8 die
Karten in einem Quadrat ausgelegt werden (das Ergebnis bleibt richtig, wenn
man Rechtecke betrachtet, deren beide Seitenldngen beliebig grof§ werden). Wir
betrachten also N = 2n? Paare von Karten, die in einem (2n) X (2n)-Quadrat
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ausgelegt werden. Es sei W,, die Wahrscheinlichkeit, daf} dabei kein Paar von
Karten zusammen kommt. Wir wollen den Grenzwert lim,,_.., W,, bestimmen.

Wir gehen so vor wie fir Aufgabe (3). Die Menge A(n) hat die Méchtigkeit
#A(n) = fN—]\J[\)[', Die Moglichkeiten, einen Dominostein (oder ein aneinanderlie-
gendes Kartenpaar) auf dem Quadrat zu plazieren, bilden eine Indexmenge I(n),
die die Ausnahmemengen A;(n) C A(n) indiziert. Mit den Bezeichnungen des
Lemmas haben wir dann offenbar

(2N — 2k)!

a(n, k) = b(n, /{:)ZN_k(N —

wo b(n, k) die Moglichkeiten zahlt, & Dominosteine auf dem Quadrat unterzu-
bringen (ohne dafl sie sich iiberschneiden). Die Anzahlen b(n, k) zu bestimmen
ist sicher sehr schwierig, aber das ist auch gar nicht nétig. Fiir unsere Zwecke
geniigt folgende Abschitzung.

Lemma 4.6. Seim =4n(2n —1) = 4(N —n). Fir 0 < k < im gilt
m(m —7)(m — 14}1{ (m=T7k-1)) ok (mk/'?) < b k) < (7:) '

Insbesondere haben wir

fiir alle k > 0.

BEWEIS: Die Zahl m ist die Grofie von I(n), also die Anzahl der Moglichkeiten,
einen Dominostein unterzubringen. Wir stellen uns vor, die £ Dominosteine der
Reihe nach auf das Quadrat zu legen. Jedesmal, wenn wir einen Stein plazieren,
verringern wir die Anzahl der Moglichkeiten fiir weitere Steine. Diese Anzahl
verringert sich mindestens um 1 (die Position, die der gerade abgelegte Stein
einnimmt) und héchstens um 7 (die Positionen, die ,,verboten* werden, wenn der
Stein nicht am Rand liegt und nicht an einen anderen Stein angrenzt). Daraus
folgt die Behauptung. (Der Term k! im Nenner kommt daher, dafl die Reihenfolge
der Dominosteine irrelevant ist.)

Die Limesformel folgt, wenn man lim, .. 55 = 2 beachtet. O

Nun ist es nicht mehr schwer. Wir haben
k k _ I\ k
lim a(n, k) — lim b(n, k) 28(2N)*(2N — 2k)!N! _ 2_
n—oo #A(n) n—oo (2N)k (2N)I(N — k)! k!
Mit Lemma 4.5 folgt dann

- H#Am)™ 2,
4.3 lim ———— = —
und speziell

lim W,, = e 2 =0.135335. ..

n—oo

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein zusammenliegendes Paar nahert sich also
1—e?=0.8646647. .. ,

was die zu Beginn angesprochene Beobachtung erklart.
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Formel (4.3) sagt, da8 die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl nebenein-
anderliegender Paare sich einer Poissonverteilung mit Mittelwert 2 ndhert. Man
wird also durchschnittlich zwei Paare finden, die unmittelbar zusammen liegen.

5. ABZAHLEN VON BAHNEN

Bei Abzéhlproblemen tritt oft der Fall ein, dal man gewisse Objekte als ununter-
scheidbar betrachtet und deshalb insgesamt nur einmal zéhlen mochte. Meistens
148t sich diese Situation durch die Operation einer (endlichen) Gruppe G auf
der (endlichen) Menge X der Objekte beschreiben, wobei zwei Objekte nicht
unterschieden werden, wenn sie durch diese Operation ineinander iibergefiihrt
werden (also in derselben Bahn liegen). Das Problem a3t sich also allgemein so
formulieren.

Fine endliche Gruppe G operiere (von links) auf einer endlichen Men-
ge X. Wie grof8 ist der Bahnenraum G\X ? (D.h., wie viele Bahnen
hat diese Operation?)

Wir wollen zunéchst einen einfachen Spezialfall formulieren (den wir auch schon
haufig implizit angewendet haben).

Lemma 5.1. Die Gruppe G operiere auf X mit trivialen Stabilisatoren (d.h. fir
jedes x € X st der Stabilisator G, ={g € G | g-x = x} trivial). Dann gilt

#X
G\X)=——.
#(6\X) =22
BEWEIS: Nach der grundlegenden Formel #G = #(G - z)#G,, gilt hier, daf} jede
Bahn G - x so grof} ist wie G. a

Eine dhnliche Aussage gilt, wenn etwas allgemeiner alle Stabilisatoren G, diesel-
be Méchtigkeit haben.

Normalerweise kann man aber nicht erwarten, daf alle Stabilisatoren gleich grof3
sind. Den allgemeinen Fall behandelt das folgende Resultat, das unter dem Na-
men , Lemma von Burnside“ bekannt ist, jedoch zuerst von Cauchy und von
Frobenius bewiesen wurde.

Proposition 5.2. Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge X .
Dann gilt
1

#OX) = 7z D #lre X [gw =1},
geG

In Worten: Die Grifle des Bahnenraums ist gleich der durchschnittlichen Anzahl

von Fixpunkten in X der Elemente von G.

BEWEIS: Fiir den Beweis zdhlen wir die Menge
M={(g,x) eGx X |g-xz=ux}

zweimal ab. Zum einen haben wir

#M = #HreX|(gr)eMy=) #{reX|g-z=a},

geG geG
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auf der anderen Seite gilt

#M:Z#{geG!(g,x)GM}:Z#GIZZ%

zeX zeX zeX
1
=#G Y Z#—B:#G D 1=#GH#H(G\X).
BeG\X z€B BeG\X
Daraus folgt die Behauptung. O

Es folgen einige Anwendungsbeispiele.

5.1. Der kleine Satz von Fermat.

Dieser sagt bekanntlich, daf§ fiir alle Primzahlen p und alle ganzen Zahlen a die
Zahl a? — a von p geteilt wird. Fiir den folgenden Beweis nehmen wir an, dafl a
positiv ist. (Da die Aussage des Satzes nur von der Restklasse von a modulo p
abhéngt, ist das keine Einschrankung.) Anschaulich stellen wir uns Halsketten
(oder Armbénder) vor, die aus p Perlen von (bis zu) a verschiedenen Sorten be-
stehen. Auf diesen Objekten operiert die zyklische Gruppe C), der Ordnung p
durch Rotation. Etwas formaler konnen wir als Menge X die Menge der Abbil-
dungen C, — {1,2,...,a} betrachten, auf der C, in natiirlicher Weise operiert.
Wir miissen nun die Fixpunkte abzdhlen. Das Nullelement von C), hat offen-
sichtlich alle Elemente von X als Fixpunkte. Fiir alle anderen Elemente gilt, daf3
sie die Gruppe C, erzeugen. Da C), transitiv auf sich selbst operiert, bedeutet
das, da die Fixpunkte genau die konstanten Abbildungen sind (anschaulich:
Halsketten aus nur einer Sorte Perlen). Also gilt
P _ p_
Z3#(C\x) = T 220

womit der Satz bewiesen ist.

5.2. Farbungen des Wiirfels.

Wir wollen uns iiberlegen, auf wie viele Weisen man die Seitenflichen eines
Wiirfels schwarz und weif3 farben kann (jede Fliche soll natiirlich einfarbig sein).
Dabei sollen Farbungen, die durch eine Drehung des Wiirfels ineinander iiberge-
hen, nicht unterschieden werden.

Sei also G die Symmetriegruppe des Wiirfels. Wir miissen uns einen Uberblick
iiber die Elemente von G und ihre Operation auf der Menge S der Seiten des
Wiirfels verschaffen. G hat insgesamt 24 Elemente (als abstrakte Gruppe ist G
isomorph zur symmetrischen Gruppe S;), die sich wie folgt einteilen lassen.

(a) Die Identitét. Sie hat 6 Bahnen auf S.

(b) 6 Drehungen um 180°, deren Drehachse zwei Kantenmittelpunkte verbindet.
Sie haben jeweils 3 Bahnen auf S.

(c¢) 8 Drehungen um £120°, deren Drehachse zwei Ecken verbindet. Sie haben
jeweils 2 Bahnen auf S.

(d) 6 Drehungen um +90°, deren Drehachse zwei Flichenmittelpunkte verbin-
det. Sie haben jeweils 3 Bahnen auf S.

(e) 3 Drehungen um 180°, deren Drehachse zwei Flachenmittelpunkte verbin-
det. Sie haben jeweils 4 Bahnen auf S.
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Die moglichen Féarbungen lassen sich interpretieren als die Abbildungen S —
{schwarz, wei8}. Auf dieser Menge X operiert G durch die Operation auf S wie
folgt. Fiir eine Abbildung f € X gilt

(g-)s)=Fflg"-s).
(Die auf den ersten Blick vielleicht etwas seltsam wirkende Bildung des Inversen

ist notwendig, um wieder eine Operation von links zu bekommen. Das merkt
man, wenn man versucht nachzurechnen, dafl g; - (g2 - f) = (g192) - f gilt.)

Sei nun g € G eine beliebige Drehung. Wie viele Fixpunkte hat g auf X7 Wenn
eine Farbung von g fixiert werden soll, dann miissen offenbar Seiten, die von g
ineinander ibergefiihrt werden, dieselbe Farbe haben. Anders ausgedriickt: Eine
Farbung ist genau dann Fixpunkt von g, wenn sie auf den Bahnen von g auf S
konstant ist. Das zeigt

#{reX|g x=ax} =29

(Im Exponenten steht die Anzahl der Bahnen von ¢ (oder dquivalent: der von g
erzeugten Untergruppe (g) C G) auf S.)

Aus der Aufzdhlung der Elemente von G und der Anzahl ihrer Bahnen auf S
ergibt sich daher fiir die Anzahl der Farbungen

1
#(G\X) = ﬂ(26+6-23+8-22+6-23+3-24) =10.
Wie ist es nun, wenn wir den Wiirfel nicht schwarz-weifl; sondern mit einer
beliebigen Anzahl r von Farben anmalen mochten?

Unsere Argumentation bleibt giiltig; es gilt also immer noch, daf} die von g € GG
fixierten Farbungen gerade die sind, die auf den Bahnen von ¢ auf S konstant
sind. Damit folgt (wir miissen einfach 2¢ durch r¢ ersetzen) fiir die Anzahl a(r)
der Farbungen mit » Farben:

1
a(r) = ﬂ(r6+37‘4+ 1273 4+ 87?).

5.3. Verallgemeinerung.

Die Argumentation, die wir beim Wiirfel benutzt haben, 148t sich ganz allge-
mein in folgender Situation anwenden. Wir haben eine Gruppe G, die auf einer
Menge S operiert, und wir wollen die Bahnen von G auf der Menge X der Abbil-
dungen von S nach F' abzdhlen. Wie oben ergibt sich, dafl die Fixpunkte von g
gerade die Abbildungen sind, die auf den Bahnen von g auf S konstant sind. Das
fithrt zu der Formel

1
G\X) = — F)#UN\S)
HON) = 253 D)

Bemerkung 5.3. Formeln wie diese stehen am Anfang einer relativ weit ausge-
bauten Methode (der sogenannten Polyaschen Abzihltheorie) zum Abzéhlen von
Bahnenrdumen unter verschiedenen Arten von Operationen. Um diese Methode
zu verstehen, braucht man allerdings gute Kenntnisse iiber erzeugende Funk-
tionen. Der zweite Teil dieser Vorlesung wird eine Einfiihrung in erzeugende
Funktionen bringen.
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6. GRAPHEN UND BAUME. DER SATZ VON CAYLEY

In diesem Kapitel soll nun endlich (wie in der Vorlesungsankiindigung verspro-
chen) der Satz von Cayley iiber die Anzahl der markierten Béume bewiesen
werden. Wir werden gleich drei verschiedene Beweise besprechen. Zwei davon
(einer mittels Rekursion/Induktion, der andere mittels Bijektion) werden da-
bei recht ausfiihrlich behandelt; der dritte besteht darin, das Ergebnis auf einen
anderen Satz zuriickzufithren, den wir hier nicht beweisen wollen.

Zuerst brauchen wir aber einige Definitionen, damit wir iiberhaupt wissen, wo-
ritber wir reden.

Definition 6.1.

(1) Ein (einfacher) ungerichteter (schlingenloser) Graph I' besteht aus einer
(endlichen) Menge E von Ecken (oder Knoten, engl. vertex/vertices) und
einer Teilmenge K der Menge der zweielementigen Teilmengen von E; die
Elemente von K werden Kanten (engl. edge(s)) genannt. Wir schreiben
['=(E,K)und E = Er, K = Kr.

Ist £ = {a,b} € K eine Kante, so nennt man a,b € E die Endpunkte
von k. Der Grad (auch die Valenz genannt) deg(e) einer Ecke e € E ist die
Anzahl der Kanten, die e als Endpunkt haben.

(2) Ein (einfacher) gerichteter Graph T" besteht aus einer (endlichen) Menge F
von FEcken und einer Menge K C E x E (deren Elemente wieder Kanten
heiBen) von geordneten Paaren von Ecken. Wir schreiben wieder I' = (E, K)
und £ = EF, K= KF.

Ist £ = (a,b) € K eine Kante, so nennt man a € E den Anfangspunkt
und b € E den Endpunkt von k.

(3) Ein Graph I'y = (F4, K;) hei Teilgraph von I' = (E,K), wenn E; C E
und K, C K gilt. Der Teilgraph heifit voll, wenn K aus allen Kanten in K
besteht, deren Endpunkte (bzw. Anfangs- und Endpunkt) in £ liegen.

(4) Der Graph K, = ({1,2,...,n},{{i,j} | 1 < i < j < n}) heiit der
vollstandige Graph auf n Ecken.

Wenn im Folgenden einfach von einem Graphen die Rede ist, dann ist stets ein
ungerichteter Graph gemeint. Man veranschaulicht einen Graphen meist durch
eine Zeichnung, in der die Ecken durch Punkte und die Kanten durch Strecken
oder Bogen dargestellt werden, die die Endpunkte der Kante miteinander ver-
binden. Bei orientierten Graphen gibt man die Richtung durch einen Pfeil an.

Definition 6.2.
(1) Sei I' = (F, K) ein (ungerichteter) Graph. Eine Folge
Y = €o, ]{?1, €1, k’g, €2y ..,Ep_1, k’n, €n

mit eg, €1,...,6, € Eund ky, ko, ..., k, € K, so daB k,, = {ep_1,em} fur
alle m = 1,2,...,nund k,,, # kpyq fur alle m = 1,2,... n — 1 gilt, heifit
ein Weg in I von ey (dem Anfangspunkt von 7) nach e, (dem Endpunkt
von 7). n heifit die Ldnge von .

(2) Sei I' = (E, K) ein gerichteter Graph. Eine Folge

Y = €o, ]{31761, k'g, €2,...,Eph_1, kn, €En
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mit eg, eq,...,e, € Eund ki, ks, ... .k, € K, so daB k,, = (e;n_1,€n) fiir
alle m =1,2,...,nund k,, # kpyq fir alle m = 1,2,... n — 1 gilt, heifit
ein Weg in I von ey (dem Anfangspunkt von 7) nach e, (dem Endpunkt
von 7). n heiit die Ldnge von .

(3) Ein Weg positiver Lénge, dessen Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen,
heifit ein Kreis.

(4) Ein (ungerichteter) Graph heifit zusammenhdngend, wenn zwischen je zwei
seiner Ecken ein Weg existiert.

(5) Ein zusammenhéngender Graph mit mindestens einer Ecke, der keine Kreise
enthélt, heiflit ein Baum.

(6) Sei I ein Graph. Ein Teilgraph B von I" heifit aufspannender Baum von T,
wenn Ep = Er gilt und B ein Baum ist.

Jetzt wissen wir also endlich, was ein Baum ist. Ein Topologe wiirde sagen, ein
Baum sei ein zusammenhéngender und einfach zusammenhéngender Graph. Wir
werden gleich sehen, dal Bdume gerade minimale zusammenhéngende Graphen
sind (bei vorgegebener Eckenmenge). Zuerst brauchen wir aber ein Lemma, das
zeigt, wie man Baume schrittweise auf- oder abbauen kann.

Lemma 6.3. Sei B = (F,K) ein Baum mit #E > 2. Dann gilt:

(a) Es gibt eine Ecke e € E mit deg(e) = 1.
(b) Sei k € K die (einzige) Kante mit e als Endpunkt. Dann ist der Graph
B' = (E\{e}, K\ {k}) ebenfalls ein Baum.

BEWEIS: (a): Da B nach Voraussetzung zusammenhéngend ist und es minden-
stens zwei Ecken gibt, hat jede Ecke mindestens Grad 1. (Eine Ecke vom Grad 0
wére isoliert — es gébe keinen Weg von dieser Ecke zu einer anderen.) Wir neh-
men also an, all Ecken hiatten Grad mindestens 2. Dann kénnen wir, ausgehend
von einer beliebigen Ecke eg € E, einen unendlich langen Weg

€, k1, e1, ko, €2, ..

konstruieren — da es an jeder Ecke, an die wir kommen, stets noch wenigstens
eine andere Kante gibt als die, lings der wir gekommen sind, 1&8t sich der Weg
stets fortsetzen. Weil es aber nur endlich viele Ecken gibt, mufl es Zahlen 0 <
m < n geben, so daf} e,, = e, ist. Dann ist aber das Teilstiick von e,, bis e,
unseres Weges ein Kreis, im Widerspruch zur Voraussetzung, dafl B ein Baum
ist.

(b): Wenn B’ einen Kreis enthielte, wire das auch ein Kreis in B. Da B ein
Baum ist, kann also auch B’ keinen Kreis enthalten. Es bleibt zu zeigen, daf
B’ zusammenhingend ist. Dazu bemerken wir, daf§ jeder Weg in B, der die
Ecke e enthilt, dort beginnen oder enden muf (denn nach der Definition ist
..., k,e,k,... in einem Weg verboten). Seien nun ey, ey € E \ {e} zwei Ecken
von B’. Da B zusammenhéngend ist, gibt es in B einen Weg von e; nach es. Da
dieser Weg in e weder beginnt noch endet, kommt e und damit auch & in diesem
Weg nicht vor. Der Weg ist also auch ein Weg in B’. a

Dieses Lemma ist deswegen wichtig, weil es uns Induktionsbeweise fiir Aussagen
iiber Baume erméglicht. Das folgende Lemma gibt ein Beispiel.

Lemma 6.4. Se: I' ein Graph mit n > 1 Ecken.
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(a) Ist I' ein Baum, so hat I' genau n — 1 Kanten.
(b) Ist T zusammenhdingend, so hat I' mindestens n — 1 Kanten.
(c) Ist T' zusammenhdingend mit n — 1 Kanten, dann ist I ein Baum.

BeEweIs: (a): Durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei also jetzt
B = (E,K) ein Baum mit n+ 1 > 2 Ecken, und sei B’ = (E', K') zu B gemé8
Lemma 6.3 (b) gebildet. Dann ist B’ ein Baum mit n Ecken; nach Induktions-
voraussetzung gilt dann also #K’ = n — 1. Es folgt #K = #K' +1 =n =
(n+1)—1=#F—1.

(b): Sei I' zusammenhéngend. Dann ist I' entweder ein Baum, und die Behaup-
tung folgt aus Teil (a). Oder I' enthélt einen Kreis. Dann kénnen wir eine Kante
des Kreises aus I' entfernen, und der resultierende Graph I ist immer noch
zusammenhéngend (und hat dieselbe Eckenmenge wie I', aber eine Kante we-
niger). [Diese Aussage ist anschaulich klar. Der formale Beweis ist ein wenig
umsténdlich, aber nicht schwierig.] Die Behauptung folgt durch Induktion {iber
die Anzahl der Kanten (mit dem Fall ,T" ist Baum* als Induktionsanfang).

(c): Ware I" kein Baum, dann hitten wir wieder einen Kreis, und das Argument
im Beweis von Teil (b) wiirde einen zusammenhéngenden Graphen mit weniger
als n — 1 Kanten produzieren; Widerspruch. O

Es folgt noch eine weitere Definition. Dabei verwenden wir folgende Schreibweise.
Sei f: E — M eine Abbildung auf der Eckenmenge eines Graphen I' = (E, K).
Dann setzen wir

FE) = {{f(a), f(0)} [{a,b} € K} CP(M).

Definition 6.5.

(1) Seien I'y = (E1, K;) und I'y = (Es, Ky) zwei Graphen. Eine Abbildung
f By — FEy heit Isomorphismus zwischen I'y und I'y, wenn f bijektiv
ist und f(K;) = K> gilt. Zwei Graphen, zwischen denen es einen Isomor-
phismus gibt, heien (wie tiblich) isomorph. Diese Beziehung definiert eine
Aquivalenzrelation; wir koénnen also von Isomorphieklassen von Graphen
sprechen.

(2) Sei I' = (F, K) ein Graph. Ein Isomorphismus zwischen I' und sich selbst
(also eine Permutation f von E mit f(K) = K) heiit Automorphismus
von I'. Die Menge aller Automorphismen von I' bildet (wie iiblich) eine
Gruppe, die Automorphismengruppe Aut(I") von I'. Sie ist eine Untergruppe
der Permutationsgruppe von E.

Man spricht von markierten Graphen (oder Baumen), wenn man die Eckenmen-
ge E festhélt. Man kann sich das so vorstellen, dal man die Ecken numeriert.
Wenn es einem nur auf die ,,Gestalt“ des Graphen ankommt, spricht man von
freien Graphen (oder Baumen). Das heifit, man betrachtet Isomorphieklassen
von Graphen. Zum Beispiel sind die folgenden beiden Graphen als markierte
Graphen versschieden, aber als freie Graphen gleich.
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QR?) 2713
1 4 1 4

Das folgende Lemma sagt uns, wie viele markierte Graphen (bei festem FE) zu
einem gegebenen freien Graphen gehoren.

Lemma 6.6. Sei I' ein freier Graph mit n Ecken. Dann ist die Anzahl der
markierten Graphen (E, K) (mit festem E, so daff #E = n), die zu I" isomorph
sind, gegeben durch

n!

# Au‘t(F) '

BEWEIS: Sei (E, Kj) ein beliebiger zu I' isomorpher Graph. Dann sind alle zu I’
isomorphen Graphen mit Eckenmenge E gegeben durch (E, f(Kj)), wobei f alle
Permutationen von F durchlduft. Wir miissen also die Lénge der Bahn von K
unter der Permutationsgruppe S(F) bestimmen. Diese ist gegeben durch

#S(F) n!
S(F) - Ky = = ,
denn der Stabilisator von K ist nichts anderes als die Automorphismengruppe
von I' = (E, Ky). O
Wir wollen jetzt die Anzahl t(n) der markierten Baume bestimmen fiir kleine
Werte von n.

n = 1:

Hier gibt es nur einen Baum: 1 Also haben wir [#(1) = 1.

n=2:

Hier gibt es ebenfalls nur einen Baum: 1e——2 Also haben wir |¢(2) = 1.

n=3: 3 3 3
Es gibt die folgenden Béaume:
1 21 21 2

Alternativ kann man sich iiberlegen, dafl die Automorphismengruppe des

einzigen freien Baums mit drei Ecken: e——e—— zwei Elemente hat.
Beides fiihrt zu [(3) = 3.

n=4:
Fiir groflere Werte von n ist es etwas miihsam, alle markierten Béume
einzeln aufzuzéhlen, zumal es schnell sehr viele werden. Fiir n = 4 ist das
gerade noch machbar:

N AN KT L L
N Z MK XAX
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Es geht einfacher, wenn man das Lemma 6.6 benutzt. Es gibt zwei freie
Baume mit vier Ecken:

# Aut = 2, das ergibt 45! = 12 Baume

I 16 Baume
# Aut = 6, das ergibt £ =4 Biume

Also ist = 16.
n =o:
Hier gibt es drei freie Baume.

# Aut =2 | das ergibt 2 = 60 Béiume )

._[_._‘ # Aut = 2 |, das ergibt 2 = 60 Biaume p 125 Biume

Aut = 24, das ergibt 2 =5 Biume
# ) g 24 )

Also ist t(5) = 125.

DaB es jeweils keine weiteren freien Béume gibt, 148t sich mit Lemma 6.3 nach-
priifen. Es sei als kleine Ubung enpfohlen, sich davon zu iiberzeugen, dafl ¢(6) =
1296 ist. All diese Ergebnisse lassen den folgenden Satz vermuten.

Satz 6.7 (Cayley). Es gilt t(n) =n""2 fiir allen > 1.

Cayley hat diesen Satz als erster formuliert, wenn auch nicht vollstdndig bewie-
sen. Inzwischen gibt es unzihlige Beweise dafiir. Drei (oder eigentlich zweiein-
halb) davon will ich hier vorfiihren.

ERSTER BEWEIS: Dieser Beweis verwendet Rekursion und Induktion. Da es kei-
ne verniinftige Rekursionsformel fiir die Folge ¢(n) = n"~2 gibt (jedenfalls keine
offensichtliche), mufl man die Fragestellung erst etwas verfeinern. Wir denken

uns die Ecken irgendwie total geordnet und definieren fiir nichtnegative ganze
Zahlen dq,...,d,

T(dy,ds, ..., dy,)
= #{B | B Baum mit Ep = {e1,...,e,} und deg(e;) = d; fir alle j}.
Dann gilt folgendes.

(a) T(dy,...,d,) =0, falls dy +--- + d, # 2n — 2.
(0) =1.
(dy,...,d,) =0, falls n > 2 und ein d; = 0 ist.
(d) Wenn ¢ € S, eine Permutation von {1,2,... n} ist, dann gilt
T(doqr), - dom)) = T(dy, ..., dy).
Zum Beweis von Aussage (a) beachten wir, daf fiir jeden Graphen I' = (F, K)
gilt: > . deg(e) = 2#K. Das sieht man durch zweifaches Abzéhlen von

{(e, k) € E x K | e Endpunkt von k}.
Da ein Baum mit n Ecken gerade n — 1 Kanten hat, folgt die Behauptung.
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Aussage (b) ist trivial. Aussage (c) ist auch klar, denn eine Ecke vom Grad 0

wére isoliert, und der Graph nicht zusammenhéngend (da n > 2, gibt es weitere
Ecken). Aussage (d) ist klar.

Sei nun B = (E,K) ein Baum mit n > 2 Ecken, die die Grade d,...,d,
haben. Nach Lemma 6.3 gibt es eine FEcke vom Grad 1. Durch Umnumerie-
ren konnen wir annehmen, daf§ d, = deg(e,) = 1 gilt. Die einzige Kante k
mit e, als Endpunkt verbindet e, mit einer anderen Ecke e,,, und wenn wir
e, zusammen mit k entfernen, verbleibt ein Baum, dessen Ecken die Grade
di,....dpm_1,dpm —1,dpy1, ..., d,—1 haben. Umgekehrt entsteht aus solch einem
Baum in eindeutiger Weise ein Baum mit Eckengraden dy,...,d,_1,d, = 1, in
dem die Ecke e,, mit der Ecke e,, verbunden ist. Das zeigt, dafl folgende Aussage
gilt.

(e) Fiir n > 2 gilt

n—

T(dy,... dos, 1) =Y T, dpetydy — L ds, - d)

=1
Zum Beispiel haben wir
T(dy,da, 1) =T(dy — 1,ds) + T(dy,dy —1).

Das erinnert an die bekannte Rekursion fiir die Binomialkoeffizienten. Tatsachlich
gilt firn >2und dy +ds +--- +d,, = 2n — 2, daf3

(n—2)!

(6.1) Ty, dy,....,dn) = (dy — 1)N(dy — 1)!.. . (d,, = 1)! /

das ist ein sogenannter Multinomialkoeffizient, eine natiirliche Verallgemeinerung
der Binomialkoeffizienten.

Dafl die Behauptung fiir n = 2 richtig ist, tiberpriift man (unter Beachtung von
ﬁ = 0) anhand von 7'(2,0) = 7(0,2) = 0 und 7'(1,1) = 1. Der Beweis fiir
n > 2 geschieht induktiv. Da beide Seiten symmetrisch in den d; sind, kénnen
wir ohne Einschrinkung d,, = 1 annehmen. Dann haben wir mit Eigenschaft (e)

und der Induktionsvoraussetzung

—_

T(dy,....d) = T(dy,....dmr,dm — 1 disr,.. dn_1)

3

3
Il

i
L

(n—3)!
(diy — Do (dpey — DN dyy — 2)/(dppsr — D! (dyey — 1)!
(n—=3)! > pi (dm — 1)
(dy = D). (dpy — N1 = 1)!
(n—2)!
(dy —1)...(d, — 1)

=1

3

Um den Beweis abzuschlielen, brauchen wir noch folgende Eigenschaft der Mul-
tinomialkoeffizienten (die auch ihren Namen erklért).
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Lemma 6.8.

n! o A
(x1+xo 4+ -+ F+xp)" = E ——— el k.

N [
itiabtjp=n T2 TR

BEWEIS: Durch Induktion nach k. Der Fall £ = 2 ist bekannt, die Félle £ = 0
und k£ =1 trivial. Fiir £ > 2 gilt

(l’1+$2+"'+$k)n:(($1+"‘+£Ek_1)+1’k)n

n' n—m.,,m
:Zm(Wr'“ﬁk—l) Ty,

n! (n=m) 5 rom

!
" jitetik—1=n—m Juz - Jk-10

n! , ;
_ J1 Jk—1,m
= E — Ty T Ty

Lo gr1!m!
Jit+jk—1+m=n J Jh—1

O
Damit ergibt sich (fiir n > 2)
t(n) = > T(dy,da, ..., d,)
di4do+-+dp=2n—2
= (n—2)!
iyt iz (0~ Dz = DL (dy = 1)!
= 3 (n —2)!
- AR
J1tjot-+in=n—2 J1: 72t - Int
= (1+1+...+1)n—2:nn72.
—
n Einsen
O

Fiir den nun folgenden zweiten Beweis (der eigentlich nur ein halber ist, da wir
uns auf ein hier nicht bewiesenes Resultat stiitzen werden) formulieren wir den
Satz von Cayley wie folgt.

Der vollstindige Graph K,, hat genau n" 2 aufspannende Bdiume.

Diese Formulierung legt nahe, nach einem allgemeinen Ergebnis iiber aufspan-
nende Baume in Graphen zu suchen. Tatséchlich gibt es so etwas.

Satz 6.9 (,Matrix-Tree-Theorem*). Sei I' = (E, K) ein zusammenhdngender
ungerichteter (schlingenloser) Graph mit n Ecken. Wir definieren eine E x E-
Matrix M durch
deg(e) falls e = ¢,
Mg =<¢ -1 falls {e,e'} € K,
0 sonst.

Dann gilt: Die Anzahl der aufspannenden Bdume von I ist gegeben durch einen
beliebigen (n — 1) x (n — 1)-Minor von M (d.h. der Determinante einer Unter-
matriz, die aus M durch Streichen der e-ten Zeile und Spalte entsteht, fiir ein
beliebiges e € E).
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Beachte, daB sich die Zeilen (und Spalten) von M zu null addieren; die Deter-
minante von M selbst verschwindet also.

In gewisser Weise macht dieser Satz die Aussage, dafi das Zahlen der aufspan-
nenden Baume in einem Graphen (im Gegensatz zu vielen anderen Problemen,
die beweisbar schwierig sind) ,,einfach“ ist. Wir werden uns das gleich zu Nutze
machen.

ZWEITER BEWEIS: Nach Satz 6.9 ist die gesuchte Zahl ¢(n) gleich einem be-
liebigen (n — 1) x (n — 1)-Minor der zum vollstdndigen Graphen K, gehorigen
Matrix M,,. Diese Matrix hat die Form

Mn =n-: In - En y
wobei I,, die n x n-Einheitsmatrix und E,, die n x n-Matrix bestehend aus lauter

Einsen ist. Fiir die Berechnung von #(n) kénnen wir zum Beispiel die letzte Zeile
und Spalte entfernen und bekommen dann

t(n) =det(M)) mit M =n-I, 1—E, ;.

Nun beachten wir, daf§ die Matrix FE,_; eine Basis von Eigenvektoren hat, be-
stehend aus

(1,1,...,1)",(1,-1,0,...,0)",(0,1,-1,0,...,0)",...,(0,...,0,1,—1)"

mit den Eigenwerten n —1,0,0,...,0. Folglich hat M/ dieselben Eigenvektoren,
aber mit den Eigenwerten 1,7n,n,...,n, und es ergibt sich

t(n) = det(M)) = n""2.

Schliefflich folgt hier noch ein dritter Beweis, diesmal durch Bijektion.

DRrITTER BEWEIS: Wir wollen eine Bijektion herstellen zwischen markierten
Baumen und Abbildungen {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Da es n™ solche Ab-
bildungen gibt, aber nur n"~? markierte Biume, miissen wir dafiir sorgen, daf
jeweils n? Abbildungen zu jedem Baum gehéren. Wir tun das dadurch, da8
wir die Bdume mit Zusatzstruktur versehen, und zwar zeichnen wir zwei Ecken
(die auch zusammenfallen diirfen) als Wurzel w und als Spitze s aus. Wir be-
trachten also Tripel (B, w,s), wobei B = ({1,2,...,n}, K) ein Baum ist und
w,s € {1,2,...,n} die ausgewéhlten Ecken sind. Es ist dann klar, daf zu jedem
Baum B gerade n? solcher Tripel gehoren.

Im Hinblick auf die Zurodnung zu den Abbildungen machen wir aus dem Baum B
im Tripel (B, w,s) einen gerichteten Graphen tildeB, indem wir alle Kante in
Richtung der Wuruel w orientieren. Wir kénnen uns (B ,w, s) dann vorstellen als
einen (zur Wurzel hin orientierten) Baum mit Baumstamm von der Spitze s zur
Wurzel w, an dem seitlich noch verschiedene Aste hiingen, die ihrerseits Baume
sind, die zum Baumstamm hin orientiert sind.

Auf der anderen Seite gehort zu jeder Abbildung f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
in natiirlicher Weise ein gerichteter Graph

I'r=({L,2,...,n}{(k, f(k)) | k€{1,2,...,n}}).
(D.h., von jeder Ecke k geht genau eine Kante aus; sie endet in f(k).) Da die
Folge k, f(k), f(f(k)),... fur jedes k schlieflich periodisch werden muf}; sieht
man, dafl der Graph I'y in Komponenten zerfillt, die aus einem (orientierten)
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Kreis eventuell zusammen mit daran angehédngten zum Kreis hin orientierten
Baumen bestehen.

Fiir die Bijektion zwischen den Abbildungen f und den Tripeln (B, w, s) wollen
wir nun die Kreise in I'y mit dem Baumstamm von (B, w, s) identifizieren. Die
angehéngten Teilbdume werden dabei einfach mitgenommen.

Aus einer Menge von Kreisen machen wir einen Baumstamm wie folgt. Wir su-
chen in jedem Kreis die kleinste Ecke; dann ordnen wir die Kreise nach auf-
steigender kleinster Ecke an: ki, ko, ..., k.. Die kleinste Ecke im Kreis k sei
m(k); weiter sei n(k) = f(m(k)), also die auf die kleinste Ecke im Kreis fol-
gende Ecke. Aus der Menge von Kreisen wird nun ein Weg, indem wir die
Kanten (m(k;),n(k;)) fur alle j = 1,2,...,r entfernen und dafiir neue Kan-
ten (m(k;),n(kjp)) fir j = 1,2,...,r — 1 einfiigen. Dieser Weg wird dann der
Baumstamm (mit s = n(k;) und w = m(k,)); die angehdngten Seitenbdume der
Kreise werden zu den Asten.

Diese Konstruktion 148t sich umkehren. Dazu nehmen wir ein Tripel (B,w, s)
her und betrachten seinen Baumstamm. Wir setzen j = 1 und n; = s. Dann
wiederholen wir folgende Schritte: Wir suchen die kleinste Ecke m; auf dem Weg
von n; nach w. Aus dem Teil des Baumstammes von n; bis m; machen wir einen
Kreis, indem wir die von m; ausgehende Kante (falls vorhanden) entfernen und
eine neue Kante (m;,n;) einfaugen. Falls m; = w, dann sind wir fertig. Sonst
sei ;41 die im urspriinglichen Baumstamm auf m; folgende Ecke. Wir erhohen
7 um 1 und setzen das Verfahren fort.

Es ist klar, daf diese Konstruktion eine Bijektion liefert zwischen (orientierten)
Wegen mit Eckenmenge F und disjunkten Vereinigungen von Kreisen, die zu-
sammen ebenfalls die Eckenmenge F haben. Wenn wir die angehéngten Baume
mitnehmen, erhalten wir also wie gewiinscht eine Bijektion zwischen den Ab-
bildungen {1,2,...,n} — {1,2,...,n} und den Tripeln (B, w,s). Die folgende
Skizze verdeutlicht dies an einem Beispiel.

11
7 L i ® 49
r; 3 6 8
12 5 2 1 13 10 14
3 6 11 8 4

s=7 ® ® ® w=29
(B,w, S) Q—I 0——I—C I I

12 5 2 1 13 10 14

Eine Variante dieses Beweises ergibt sich, wenn man nur Abbildungen f betrach-
tet, die f(1) = 1 und f(n) = n erfiillen. Dem entspricht, dafl man fiir jeden Baum
die Wurzel w = n und die Spitze s = 1 wihlt. Auf diese Weise erhélt man dann
direkt eine Bijektion zwischen den Biumen und einer Menge der Groéfle n" 2. O
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ERZEUGENDE FUNKTIONEN

7. FORMALE POTENZREIHEN

Die Grundidee bei der Methode der Erzeugenden Funktionen ist, die Zahlenfol-
ge, die einen interessiert (zum Beispiel die Anzahlen a, von kombinatorischen
Objekten, die von einem Paramter n abhéngen), als Koeffizienten in eine Po-
tenzreihe zu verpacken. Beziehungen zwischen kombinatorischen Objekten iiber-
setzen sich dabei in Beziehungen zwischen den zugehdorigen Potenzreihen. Dabei
werden diese Potenzreihen zunéchst ganz formal als algebraische Objekte be-
handelt, das heifit, ohne irgendwelche Konvergenzvoraussetzungen zu machen.
(Insofern fithrt der Begriff ,, Erzeugende Funktion® etwas in die Irre, weil man die
erzeugende Potenzreihe zunédchst ja gerade nicht als Funktion (also etwas, das
man an irgendwelchen Stellen auswerten kann) betrachtet.) Es ist jedoch oft der
Fall, da8 die sich ergebende Potenzreihe tatsédchlich positiven Konvergenzradius
hat, also als (in einer Umgebung der Null holomorphe) Funktion interpretiert
werden kann. Dann lassen sich mit analytischen Methoden zusétzliche Informa-
tionen iiber die Koeffizienten gewinnen, zum Beispiel iiber ihr asymptotisches
Verhalten.

Zunéchst einmal miissen wir aber die zugrundeliegenden rein algebraischen Ob-
jekte verstshen. Dazu sei R ein kommutativer Integritdtsring der Charakteri-
stik 0, also zum Beispiel R = Z,Q, C oder auch R = Q[Y].

Definition 7.1. Der Ring der formalen Potenzreihen (in einer Variablen) iber
R, geschrieben R[X], bestheht aus Elementen, die in der Form )" ;a, X" mit
a, € R geschrieben werden. (Ganz formal kann man die Elemente mit Folgen
(an)n>o0 von Elementen aus R identifizieren.)

Zwei Elemente f = > ja, X" und g = >~ b, X" werden wie folgt addiert
bzw. subtrahiert:

ftg= Z(an +b,)X".
n=0
Das Produkt von f und g ist
f-g= chX" mit ¢, = Zakbn_k.
n=0 k=0

Man kann nachrechnen, da§ R[X] auf diese Weise zu einem kommutativen In-
tegritatsring wird.

Es gibt eine kanonische Einbettung
R — R[X], P71 +0-X+0-X>+...

und einen kanonischen Epimorphismus

RIX] — R, =) a, X"+ ag= f(0).

Proposition 7.2. Fin Element f € R[X] besitzt genau dann einen Kehrwert
(also ein multiplikatives Inverses), wenn f(0) € R* ist.
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Beweis: Notwendigkeit ist klar, denn aus f-g =1 in R[X] folgt f(0)-¢(0) =1
in R. Zum Beweis, dafl die Bedingung auch hinreichend ist, schreiben wir f =
Yonan X" g=> b,X" Die Gleichung fg = 1 bedeutet dann

agbp =1 und agb, + a1b,—1 + -+ a,by =0 fiir n > 1.

Wenn aqp € R* ist, dann lassen sich also die Koeffizienten von g rekursiv berech-
nen als

bo=ay', b,=—ay (anbo+---+ab, ;) fiirn > 1.
O

Eine sehr wichtige Eigenschaft des Rings der formalen Potenzreihen ist, dafl er
eine natiirliche Topologie tragt, die ihn zu einem vollstdndigen metrischen Raum
macht.

Definition 7.3. Fiir eine Potenzreihe f =" a,X" € R[X] sei

_JHoo falls f =0
vlf) = {min{n | a, #0} falls f #0

und [f| = (3)°V) (=0 falls f = 0). v(f) heiBt die Bewertung von f, und |f]|
heifit der Betrag von f.

Proposition 7.4. Bewertung und Betrag haben folgende Eigenschaften.

(a) v(f £ g) = minfo(f),v(g)} bzw. |f £ g < max{|f], 9]} < |f]+ 9]

(b) v(fg) = v(f) +v(g) bzw. |fgl = [f]lg]-
(¢) Der Ring R[X] wird durch die Metrik d(f,g) = |f —g| zu einem vollsténdi-

gen metrischen Raum.

BEWEIS: (a) Das ist klar, wenn f = 0 oder g = 0. Der allgemeine Fall folgt aus
der trivialen Tatsache a,, = b, = 0 = a,, £ b, = 0. Die erste Ungleichung fiir
den Betrag ist lediglich eine Ubersetzung der Aussage iiber die Bewertung; die
zweite ist trivial (denn |f|, |g|] > 0).

(b) v(fg) > v(f)+wv(g) folgt dhnlich wie in Teil (a). Die Gleichheit folgt daraus,
daB R Integritétsring ist (d.h. a,b # 0 = ab # 0). Die Aussage iiber die Betrége
ist wiederum nur die Ubersetzung der Aussage iiber die Bewertungen.

(c) DaB d eine Metrik ist, ist klar (d(f, f) = |f — f| =0, d(f,9) = |f —¢g| =
lg— f| = d(g, [), die Dreiecksungleichung wurde in Teil (a) bewiesen). Es bleibt
zu zeigen, daf diese Metrik vollstindig ist, d.h. dafl jede Cauchy-Folge in R[X]
konvergiert. Hier ist eine Beweisskizze. Sei (f;) eine Cauchy-Folge in R[X] mit
fi =>_,a;nX™. Der erste Schritt ist zu zeigen, daf fiir jedes n ein N existiert,
so daf8 a;, konstant ( = a,) ist fiir j > N. Das folgt leicht aus der Cauchy-
Eigenschaft. Dann zeigt man, daf§ f; gegen > a, X™ konvergiert. O

Die verschérfte (sogenannte nichtarchimedische) Version der Dreiecksungleichung
im Teil (a) der Proposition fiihrt zu einem besonders einfachen Kriterium fiir die
Konvergenz von unendlichen Reihen und Produkten.

Proposition 7.5. Sei (f;) eine Folge von Potenzreihen in R[X].

(a) Die Reihe Y 7= f; konvergiert genau dann in R[X], wenn |f;| — 0 (oder
dquivalent v(f;) — oo) fiir j — oo.
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(b) Das Produkt [[2, f; konvergiert genau dann in R[X], wenn [f; — 1] — 0
(oder dquivalent v(f; — 1) — oo) fiir j — oo.

BEWEIS: (a) Die Notwendingkeit der Bedingung ist klar (sonst wére die Folge der
Partialsummen keine Cauchy-Folge). Die Bedingung ist aber auch hinreichend:
Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung ein N, so daf |f;| < ¢ ist
fiir alle 7 > N. Nach der verschérften Dreiecksungleichung gilt dann

m-+r

1>l <max{|fi| [m<j<m+r}<e

j=m
fiir alle m > N und r > 0. Also ist die Folge der Partialsummen eine Cauchy-

Folge und damit konvergent.
(b) Ubung. O

Diese Proposition zeigt zum Beispiel, daf fiir eine beliebige Folge (a,) in R die
Reihe Y ° , a, X™ konvergiert, was die Potenzreihenschreibweise fiir die Elemen-
te von R[X] rechtfertigt.

Ein Beispiel fiir ein konvergentes Produkt ist

n=1 meZ

Diese Gleichung ist der berithmte Pentagonalzahlensatz von Euler. Er 148t sich
wie folgt kombinatorisch interpretieren (und auch mittels dieser Interpretation
beweisen): Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es gleich viele Partitionen von n in
ungerade viele verschiedene Teile wie in gerade viele verschiedene Teile, aufler
n ist von der Form n = %(Sm2 — m) fiir ein m € Z. In diesem Fall gibt es von
der einen Sorte eine Partition mehr als von der anderen Sorte, je nach Paritét
von m. (Eine Partition von n ist eine Zerlegung von n in eine Summe positiver
ganzer Zahlen ohne Beachtung der Reihenfolge.)

Ein wichtiger Spzeialfall einer konvergenten Reihe von Potenzreihen tritt auf bei
der Verkniipfung von Potenzreihen. Dabei mochte man eine Potenzreihe in eine
andere einsetzen.

Proposition 7.6. Seien f =3 > a, X" und g Elemente von R[X] mit g(0) =
0. Dann konvergiert die Reihe

)= ang”
in R[X]. !

Beweis: Die Bedingung ¢(0) = 0 bedeutet v(g) > 1. Es folgt v(a,g™) > n, und
damit konvergiert die Reihe nach Prop. 7.5. a

Bemerkung 7.7. Ist g(0) # 0, dann gilt v(a,g") = 0, falls a,, # 0. In diesem Fall
konvergiert die Reihe genau dann, wenn f ein Polynom ist.

Es ist nun einfach zu sehen, daf§ die Potenzreihen f mit f(0) = 0 beziiglich
dieser Verkniipfung eine (nicht-kommutative) Halbgruppe (d.h. die Verkniipfung
ist assoziativ) mit dem neutralen Element X bilden. Dies wirft die Frage auf,
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wann eine Potenzreihe ein Inverses hat, d.h. fiir welche f gibt es ein g mit

flg)=g(f) = X7

Proposition 7.8. Ist f = °  a,X" € R[X] mit ag = 0 und a; € R*, dann
hat f eine inverse Potenzreihe g, d.h. eine Potenzreihe g € R[X] mit g(0) = 0,
so daf f(g) = g(f) = X gilt.

Hat umgekehrt f € R[X] mit f(0) = 0 eine Links- oder Rechtsinverse g (d.h.
flg) =X oder g(f) = X), so gilt a; € R*.

BEWEIS: Wir beginnen mit dem zweiten Teil. Sei ¢ = > 5, X™ mit by = 0.
Dann folgt aus f(g) = X und auch aus g(f) = X, daB a;b; = 1 ist, also sind
ay, b1 S RX.

Fiir den ersten Teil geniigt es zu zeigen, dafl f sowohl eine linksinverse als auch
eine rechtsinverse Potenzreihe hat, denn dann folgt automatisch, dafl beide iiber-
einstimmen (g (f) = X = f(g2) impliziert ¢; = g1(f(g2)) = 92)-

Zur Existenz der linksinversen Reihe: Wir schreiben wieder g = b, X". Die
Gleichung ¢(f) = X bedeutet » > b,f" = X. Daraus folgt schon einmal
by = a;' (durch Vergleich des Koeffizienten von X!). Jetzt betrachten wir den

Koeffizienten von X" fiir n > 2. Da v(f) = 1, tragen die Terme f™ mit m > n
nichts dazu bei, und der Beitrag von f" ist a}. Also erhalten wir eine Gleichung

b, = a; "(Ausdruck in aq,...,a, und by, ..., b, 1),
aus der sich die Koeffizienten von ¢ eindeutig rekursiv bestimmen lassen.

Nun zur Existenz der rechtsinversen Reihe. Diesmal haben wir die Gleichung
f(g) = >0°  ang™ = X zu losen. Wir haben wieder b, = a;'. Wenn wir jetzt
den Koeffizienten von X" (n > 2) betrachten, dann sehen wir, dal der einzige
Term, in dem b,, vorkommt, durch ab,, gegeben ist. Alle anderen Terme enthalten
(auBer den Koeffizienten von f) nur Koeffizienten b; mit j < n. Daraus ergibt
sich wieder eine Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten von g, durch die diese
eindeutig bestimmt sind. O

Bemerkung 7.9. Es gibt eine Formel fiir die Koeffizienten der inversen Reihe,
die sich manchmal nutzbringend anwenden 1a8t. Wir werden diese sogenannte
Lagrangesche Inversionsformel spéater beweisen.

Wie Funktionen in der Analysis, so kann man auch Potenzreihen ableiten, indem
man sie formal gliedweise differenziert.

Definition 7.10. Fiir eine Potenzreihe f = > ja,X" € R[X] ist die Ablei-
tung definiert als

oo

d
I __ _ _ n
ff=Df= de = ngzo(njL Dap1 X",
Insbesondere gilt

Xf = inanX”.
n=0
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Wie man leicht sieht, kann man Differentiation mit (konvergenten) Reihen ver-
tauschen, woraus folgt, daf§ alle die {iblichen Rechenregeln auch fiir Ableitungen
von formalen Potenzreihen gelten. Zum Beispiel gilt f/ = 0 <= [ konstant
(dabei wird benutzt, da§ der Ring R Charakteristik 0 hat). Auflerdem gilt ganz
trivial die Taylorformel

— D" f(0)
/= z_% n!

Nach all der Theorie soll es auch ein paar Beispiele geben. Zunéchst ein paar
wichtige Potenzreihen.

Beispiele 7.11.
1
(1) Die geometrische Reihe: 1-X)'=—1c = ZX”.

(2) Die Exponentialreihe: exp(X) = —X".

0 —1)n1
(3) Die Logarithmusreihe: log(1+ X) = Z (=1) X",

Variante: log( ) Z -X"

(4) Die Binomialreihe: (14+ X)" =exp(rlog(l+ X)) = Z (r) X",
n
n=0
Diese Gleichung gilt in Q[r][X]. Dabei ist der Binomialkoeffizient (") defi-
niert als

r\ r(r—1)...(r —n+1)
n) n!
(das ist =1, wenn n =0 und =0, wenn n < 0).

Es gelten dann die {iblichen Beziehungen wie zum Beispiel

exp(log(1 + X))

log(1 + (exp(X) — 1))
(1+X)(1+X)®

1+
X
(1+X)™ (in Q[r, s][X])

Als einen kleinen Appetithappen, der die Methode der Erzeugenden Funktionen
schmackhaft machen soll, wollen wir sehen, wie sich die Fibonacci-Zahlen damit
behandeln lassen.

Beispiel 7.12. Die Fibonacci-Zahlen F,, sind definiert durch

FOIO, Flzl, Fn+2:Fn+1+Fn furnZO



ABZAHLENDE KOMBINATORIK 39

Wir multiplizieren die Rekursionsgleichung mit X" und summieren iiber alle
n > 0. Das ergibt mit f(X) =3 " F,X"=X+X?+2X° 4 ...

i Fupa X2 = i Fop X"+ i F, X2

n=0 n=0 n=0
FX) =X = Xf(X) + X?f(X)
(1- X = X)f(X) = X
L X
Tl-X - X2
Damit haben wir die Erzeugende Funktion fiir die Fibonacci-Zahlen gefunden;

sie ist eine rationale Potenzreihe. Jede rationale Funktion hat eine Partialbruch-
zerlegung. Hier erhalten wir aus

f(X) = X(1-X - X?)

1—X—X2:(1—1+2\/5X)<1—1_2\/5X>

die Gleichung (in Q(v/5)[X] oder in C[X])

1 1 1
“X):ﬁ(l—#x‘l—#Q

und daraus durch Entwickeln der geometrischen Reihe die Formel
1 (/14+/5\n /1—+/5\n
E=g50) -(57))
V5 2 2

8. RATIONALE ERZEUGENDE FUNKTIONEN

Hier kommt nun endlich die formale Definition, was eine Erzeugende Funktion
ist.

Definition 8.1. Sei a = (a,),>o eine Folge von Elementen des Rings R, von
dem wir ab jetzt voraussetzen wollen, dafl er Q enthélt. Dann heifit

Fu(X)=> a,X" € R[X]
n=0
die gewohnliche Erzeugende Funktion (kurz GEF) von a und
o Xn
Ea(X) = Z{)anﬁ S R[[Xﬂ
die exponentielle Erzeugende Funktion (kurz EEF) von a.

Es gibt neben diesen beiden auch noch eine Reihe weiterer Arten von Erzeugen-
den Funktionen der Bauart ) a,X"/f(n), die besser an die Struktur gewisser
kombinatorischer Probleme angepaft sind. Siehe zum Beispiel Stanley, Enume-
rative Combinatorics, Vol. 2. Die gewohnliche und die exponentielle Erzeugende
Funktion sind aber die wichtigsten und h&ufigsten Varianten.

Wir brauchen noch eine Schreibweise, um aus einer Potenzreihe die Koeffizienten
zuriickzuerhalten. Folgende Notation hat sich dafiir eingebiirgert.



40 MICHAEL STOLL

Definition 8.2. Sei f(X) =", a,X" € R[X]. Wir schreiben

(X" f(X) = an
und etwas allgemeiner fiir a € R*
X?’L
o0 =aan

Bemerkung 8.3. Es gilt offensichtlich [X"] X" f(X) = [X"*] f(X).

Wenn wir mit Erzeugenden Funktionen sinnvoll arbeiten wollen, dann brauchen
wir eine Art Lexikon, das Operationen mit Folgen in Operationen mit ihren
Erzeugenden Funktionen {ibersetzt (und umgekehrt).

Lemma 8.4. Seien A = (a,) und b = (b,) Folgen in R.

Fo(X) — F,(X)—-F,
(1) Die GEF von (ap41)n>0 it ( )z_ do _ (X) (0)

(

X

Die GEF von (an—1)n>0 (mita_; =0) ist XF,(X).
(n
(

Die GEF von (nay,)n>o ist XF.(X).

Die GEF von (3} _ arbn—k)n>0 ist Fo(X)Fy(X).
(2) Die EEF von (api1)n>0 ist B (X).

Die EEF von (nay)n>o ist XE!(X).

Die EEF von (") _, (Z)akbn—k)nzo ist E,(X)Ep(X).

BEWEIS: Leicht. O

Die Eignung einer Sorte von Erzeugenden Funktionen fiir die Behandlung einer
Klasse kombinatorischer Probleme entscheidet sich hauptsichlich an der Art
der Verkniipfung zweier Folgen, die dem Produkt der Erzeugenden Funktionen
entspricht. Dabei stellt sich heraus, dal GEF gut an Probleme angepaflt sind,
die mit natiirlichen Zahlen zu tun haben, wahrend EEF sich gut dafiir eignen,
Probleme iiber endliche Mengen zu behandeln (denn der Faktor (Z’), der in der
Produktformel auftaucht, entspricht der Auswahl einer k-Teilmenge).

Beisprele 8.5.
(1) Es gilt

i | X
Z"X dX 1-X (1-X)?

und

X X+ X?
ZnQX”— A -~ .
X(1-Xp  (1-X)

(2) Wir haben fir d > 1

1 X /n+d—1
— = X",
e ()

Das beweist man durch Induktion nach d; der Induktionsschritt verwendet
die iibliche Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten.
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(3) Etwas allgemeiner gilt fir 0 < k < d

Xk . /n—k+d—1
—————=§j X",
(1—X)d nﬂ( d—1 )

Dafiir brauchen wir, dafl der Binomialkoeffizient fiir 0 < n < k verschwin-
det. Man beachte, dafl der Koeffizient in dieser Potenzreihe ein Polynom
in n vom Grad d — 1 ist. Dies werden wir gleich noch verwenden.

Bevor wir den ersten Satz iiber (spezielle) rationale Erzeugende Funktionen for-
mulieren konnen, brauchen wir noch eine kleine Definition.

Definition 8.6. Sei a = (a,) eine Folge in R. Dann setzen wir
Aa = (Apy1 — n)n>0 -
Sei P € R[X] ein Polynom. Dann setzen wir analog
AP =P(X +1) — P(X).
A heiflt der Differenzoperator.

Satz 8.7. Sei a = (an)n>0 eine Folge in C und sei d € N. Folgende Aussagen
sind dquivalent.

(i) Fir alle n > 0 ist a, = P(n) mit einem Polynom P € C[X] vom Grad
deg P < d.
(ii) Aa = 0.

P(X ; 3
(iii) F,(X) = (X) - mit einem Polynom P € C[X] vom Grad deg P < d.

(1-X)
BEWEIS: (i) = (ii): Fiir jedes Polynom P gilt deg AP = deg P—1, falls AP # 0.
Also mufl AYP = 0 sein. Dann ist aber auch (A%a),, = AYP(n) = 0, also Aa = 0.
(ii) = (iii): Durch Induktion nach d. Der Fall d = 0 ist klar. Sei die Implikation
fiir d gezeigt; wir wollen sie fiir d + 1 zeigen. Nach unserem ,,Lexikon® gilt
(1= X)F,(X) —ag

e :

Da A%(Aa) = 0, kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf Aa anwenden und
erhalten

(81) FAa(X) =

QX)
(1-X)
mit einem Polynom @ von Grad < d. Wenn wir das in (8.1) einsetzen, erhalten
wir

FAa<X) =

:XFAa(X)+ao_XQ(X)+GO(1—X)d P(X)

1-X B (1— X))+t (1—X)d+1’
wobei P(X) = XQ(X) + ao(1 = X)¢ ein Polynom vom Grad deg P < d+1 ist.
(iii) = (i): Sei P(X) =by + b, X + -+ + bg_1 X% 1. Dann folgt mit Beispiel 8.5,
(3), daB

Fo(X)

PX) &, Xt E&&, (n—k+d—1\,
(EEDNTESVEDH I CNEN LS
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also sind die Koeffizienten a,, gegeben durch ein Polynom in n vom Grad hochstens
d—1. O

Ein wichtiger Spezialfall von GEF sind rationale GEF, also GEF der Form
F.(X) = P(X)/Q(X), wo P und @ Polynome sind mit Q(0) = 1. Der folgende
Satz zeigt, dafl zu solchen GEF Folgen gehoren, die einer linearen Rekursion mit
konstanten Koeffizienten geniigen.

Satz 8.8. Seia = (a,) eine Folge in C und sei Q(X) =1—a; X — - —a,, XM €
C[X] mit avp, # 0. Dann ist Q(X) = Hle(l — ;)% mit paarweise verschiedenen
komplexen Zahlen ~; und d; > 1.

Folgende Aussagen sind dquivalent.

: P(X)
(i) Fu(X) = ox) mit P € C[X], deg P < m.

il) Fir allen >0 ¢ilt apm = O10pim—1 + Q20 im_o + -+ Qpay,.
+ + +
(iii) Fir allen > 0 gilt a, = Py(n)yy+- - -+ Py(n)y; mit Polynomen P; € C[X],

deg P; < d;.

: Ry(X) Ri(X) :

(iv) Fo(X) = (1—177)‘11 4o+ MW mit Polynomen R; € C[X],
degRj < dj.

BEWEIS: (i) < (iv): Das ist genau die Partialbruchzerlegung rationaler Funktio-
nen.

(iii) < (iv): Das folgt fiir jeden Summanden einzeln aus Satz 8.7, wenn man dort
X durch v; X ersetzt.

(i) = (ii): Wir betrachten den Koeffizienten von X"+ in der Gleichung
Q(X)F,(X) = P(X). Dadeg P < m, ist dieser Koeffizient auf der rechten Seite
null. Auf der linken Seite erhalten wir gerade @, 1 — @1Apm-1 — *** — Qunly.
(ii) = (i): Die Rekursionsgleichung bedeutet gerade, daf alle Koeffizienten von
X" mit n > m in Q(X)F,(X) verschwinden, also ist P(X) = Q(X)F,(X) ein
Polynom mit deg P < m. O

Beispiel 8.9. Als Beispiel fiir die Verwendung rationaler GEF mochte ich hier
horizontal konvexe Polyominos abzahlen. Das Beispiel ist deswegen instruktiv,
weil sich am Ende eine rationale GEF ergibt, die zu einer ganz und gar nicht
offensichtlichen linearen Rekursion fiir diese Anzahlen fiihrt.

Ein horizontal konvexes Polyomino ist eine Anord- [ 1]
nung von Kiéstchen in zusammenhéngenden waagerech- ]

ten Reihen, so dafl iibereinander liegende Reihen wenig- |
stens langs eines Késtchens aneinanderstoflen. [ [ ]

Die Anzahl solcher Objekte mit insgesamt n Késtchen sei mit a,, bezeichnet. Die
ersten paar Werte sind

CLO:1, alzl, a2:2, CL3:6,...

Da es keine offensichtliche Beziehung zwischen den a,, zu geben scheint, verfei-
nern wir das Zéhlproblem. Wir definieren a(n, k) als die Anzahl der horizontal
konvexen Polyominos mit insgesamt n Késtchen und davon k in der untersten
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Reihe. Dann sieht man leicht, dafl folgende Beziehungen gelten.

1 =
a(n,0) = n=0

0 n>0

0 n <k
a(n, k) =41 n==k

Yk+l—=1an—k1l) n>k>1

Wir fiihren folgende GEF ein:

Fu(X) = f:a(n, X" =XFy .

n=0

F(X)=) a,X" =) Fi(X)

GIX) = 3" BR(X)

(Der Grund fiir die Einfithrung von G wird gleich klar werden.) Die oben aufge-
stellten Rekursionsgleichungen fiir die a(n, k) iibersetzen sich dann in folgende
Gleichungen fiir die GEF.

Fy(X) =1

Fuo(X) = X"+ i f:(k: +1—1aln -k, )X"

n=k+1 =1

— X’f(1 + i i(k +1— a(m, l)Xm)

m=1 1

=X (1+ (k=1 (F(X)— 1)+ G(X))
Die letzte Gleichung gilt fiir £ > 1.

Aus diesen Gleichungen gewinnen wir ein System von linearen Gleichungen fiir
F(X) und G(X), indem wir einmal iiber k£ summieren und einmal mit k£ multi-
plizieren und dann iiber £ summieren. Das ergibt zum einen

F(X)=1+ i(z —k)X* 4 i(k ~DX*F(X) + i XFG(X)

_1l-X-x X
o 1=Xxp - Xp

F(X) + %G(X)

und zum anderen
GX) =D k2-k)X"+Y k(k—1)X'F(X)+ > kX*G(X)
k=1 k=1 k=1

X(1-3X)  2x? X
o xp T aoxpl T Ty

G(X)
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(dabei haben wir die Formeln

1 X X(1+ X)
Xk— - EXFE — B2 Xk —
Sele S (X e 0

benutzt). Beides zusammen ergibt das lineare Gleichungssystem
(1-2X)F(X) -X1-X)G(X) = 1-X — X?
2X?F(X)+(1-X)(1-3X+X})G(X) = X(1-3X)
mit der Losung

14X H4X2 - XP - XY

F(X) = 1+ X - X)°

1-5X +7X2—4X3 —  1-5X+7X2—4X3"
Nach Satz 8.8 bekommen wir daraus (wenn wir beriicksichtigen, dafl der Zahler
grofleren Grad als der Nenner hat) folgendes Ergebnis.

Proposition 8.10. Fiir die Zahlen a, gilt
CL():]_, alzl, CL2:2, 61,3:67 CL4:19,
und fir alle n > 2

Qpis =D0pto — (Qpi1 +4ay,.

9. FORMALE LAURENT-REIHEN UND DIE LAGRANGESCHE
INVERSIONSFORMEL

Ds Hauptziel in diesem Kapitel ist es, die Lagrangesche Inversionsformel zu be-
weisen, die es erlaubt, die Koeffizienten der zu einer Potenzreihe F' € R[X]
inversen Reihe G (d.h. mit F(G(X)) = G(F(X)) = X) durch Koeffizienten von
Potenzen von F' auszudriicken. Fiir diesen Beweis miissen wir aber zunéchst die
formalen Laurent-Reihen einfiithren.

Es ist weiterhin R ein kommutativer (Integritits-)Ring mit Q C R.

Definition 9.1. Der Ring der formalen Laurent-Reihen {iber R ist definiert als
R(X)) = RIX][X "] = {X "F(X) | n € N, F(X) € R[X]}.

Seine von 0 verschiedenen Elemente kénnen also geschrieben werden als

F(X) =) a,X" = X"Fy(X),
wobei m € Z, a, # 0 und Fy(X) € R[X] mit F,(0) # 0. Die Bewertung
v: R[X] — N U {+oo} setzt sich kanonisch fort zu v : R(X)) — Z U {+o0};
fiir die Laurent-Reihe F' wie oben ist v(F') = m. Die wesentlichen Eigenschaften
der Bewertung bleiben erhalten.

Bemerkung 9.2. Die Differentiation von formalen Laurent-Reihen ist genauso
(némlich gliedweise mittels %X " = n X" 1) definiert wie fiir formale Potenzrei-
hen. Die iiblichen Rechenregeln bleiben dabei giiltig.

Eine Reihe F(X) = > a,X" € R(X)) mit a, # 0 hat genau dann einen
Kehrwert in R((X)), wenn a,,, € R*. (Das folgt aus der entsprechenden Aussage
fiir Potenzreihen.) Ist R speziell ein Korper, so folgt, dafi auch R((X)) ein Korper

1st.
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Laurent-Reihen (sogar etwas allgemeinerer Art als hier) sind sicher schon aus der
Funktionentheorie geldufig. In der Funktionentheorie lernt man auch, dafl das
Residuum einer Funktion wichtig ist. Das gilt auch fiir unsere formalen Laurent-
Reihen.

Definition 9.3. Das Residuum ist folgende R-lineare Abbildung.

Res: R(X)) — R, F(X)— [XTF(X).
(Die Schreibweise [X"]|F(X) verwenden wir in offensichtlicher Weise auch fiir
Laurent-Reihen.)

Das Residuum hat einige bemerkenswerte Eigenschaften im Zusammenhang mit
der Differentiation.

Lemma 9.4.
(1) Fiir F(X) € R(X)) gilt Res(F'(X)) = 0.
(2) Fir F(X) € R(X)* gilt Res [ 2 ) JeZCR.

F(X
(3) Fir F(X) € R(X)* und k € Z gilt

W(F(X)), k=—

0, sonst.

Res(F(X)FF'(X)) = {

BEWEIS: (1) Der Koeffizient von X' in -2 X" = nX"! ist stets null.

(2) Sei zunéchst v(F) = 0. Dann ist F'(X)/F(X) € R[X] eine Potenzreihe,
hat also keinen X ~!-Term. Im allgemeinen Fall schreiben wir F(X) = X"G(X)
mit v(G) = 0, m = v(F). Dann gilt F'(X)/F(X) =m/X + G'(X)/G(X), also
Res(F'(X)/F (X)) = Res(m/X) + Res(G'(X)/G(X)) =m + 0 =v(F).

(3) Der Fall k = —1 ist gerade Teil (2). Falls k # —1, dann ist F(X)*F/(X) =
% kHF(X)kH, und die Behauptung folgt aus Teil (1). O
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir eine erste Version der Inversionsformel
formulieren und beweisen.

Satz 9.5. Sei F(X) € R[X] mit v(F) = 1 und [X'|F(X) € R*. Sei G(X) €
R[X] die dann existierende und eindeutig bestimmte Reihe mit F(G(X)) = X.
Dann gilt firn > 1

1
(X"G(X) = - Res F(X)™"
(Beachte, dafi F(X)™" hier eine formale Laurent-Reihe ist mit v(F~") = —n.)

BEWEIS: Sei G(X) =3, a, X" Aus F(G(X)) = X folgt, daB auch G(F(X)) =
X sein muB (siehe Prop. 7.8). Wenn wir die Gleichung X = >3 a F(X)F dif-

ferenzieren, erhalten wir
1= kaF(X)"'F'(X),
also

Res(F(X)™) =Y _ kay Res(F(X)" "' F'(X)) = na,o(F) = na,
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nach Lemma 9.4, Teil (3). O

Ublicherweise wird diese Formel in einer etwas anderen Form angegeben, in der
keine Laurent-Reihen vorkommen und die fiir die praktische Anwendung mei-
stens glinstiger ist.

Korollar 9.6. Sei F(X) € R[X] mit F(0) € R*, und sei G(X) € R[X] mit
G(X) = XF(G(X)) (G existiert und ist eindeutig bestimmt). Dann gilt firn > 1
n 1 n—1 n __ 1 dn—l n
X7)G(X) = X RX) = R
oder auch (besser angepafit an EEF)

oo [ e

n! n—1)!

BeEwEIs: Sei H(X) = X/F(X). Dann erfiillt H die Voraussetzungen an F' in
Satz 9.5, und wir haben H(G(X)) = X. Nach dem Satz gilt also

[X"G(X) = %ResH(X)_” = l[X—l]X—"F(X)" !

n n

(X" E X"

Bemerkung 9.7. Korollar 9.6 hat folgende Verallgemeinerung.
Sei zusétzlich H(X) € R[X]. Dann gilt fiir n > 1

1

n

[X"H(G(X)) = —[X"H'(X)F(X)".

Nach all der grauen Theorie nun ein paar Beispiele. Es ist klar, dafl die Inversi-
onsformel normalerweise nur dann nutzbringend angewendet werden kann, wenn
man die Koeffizienten der Potenzen der Reihe F/(X) kennt. Dafiir sollte F'(X)
von recht einfacher Bauart sein.

Beisprele 9.8.

(1) Die Catalan-Zahlen. In Kapitel 3 haben wir ausfiihrlich die Catalan-Zahlen
behandelt. Insbesondere haben wir in Kor. 3.4 folgende Rekursion aufge-
stellt.

n
co=1, Cnpl = E CkCn—tk -
k=0

Wir wollen nun sehen, wie man aus dieser Rekursion mit einer GEF die
Zahlen ¢,, bekommt.

Sei also C(X) =Y 02 e X" =14+ X +2X? +5X3 + ... die GEF der
Catalan-Zahlen. Wenn wir die obige Rekursionsgleichung mit X™ ™! multi-
plizieren und iiber alle n € N summieren, erhalten wir die Gleichung

C(X)—1=XC(X).

An diesem Punkt haben wir nun mehrere Moglichkeiten fortzufahren.
1. Wir lésen die quadratische Gleichung fiir C'(X) und bekommen

1-V1-4X

C(X) %
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(Das Vorzeichen + kommt nicht in Frage, da C'(X) eine Potenzreihe
ist.) Daraus ergibt sich dann

= [X"O(X) = —3[X™H)(1 — 4X)Y? = —% (nlfl) (4" = —(n_f): (_711/2)

1 <2n>
Cp = s
n+1\n
denn

<—1/2) _ (=1/2)(=3/2)...(-(2n — 1)/2)

n n!

:(_2)_n1.3 ..... <2n_1).2.4.....2n:(_4)_71(2”).

und schlie3lich

2. Wir wenden die Lagrangesche Inversionsformel an auf C'(X) = XC/(X)
(fiir die Reihe G in Kor. 9.6 mu$ ja v(G) = 1 gelten). Unsere Gleichung
fiir C'(X) 148t sich (nach Multiplikation mit X)) umschreiben als

~ X
CX)=———;
1-C(X)
wir kénnen also Kor. 9.6 anwenden mit F'(X) = 1/(1 — X) und bekom-
men
~ 1 1 1 2n
, = [X"C(X) = X" —
e = | IG(X) n—l—l[ ](1—X)"+1 n+1(n)

(verwende [X"]1/(1 — X )kt = ("FF))
3. Wir wenden die Inversionsformel an auf C'(X) = C'(X)—1. Dann haben

wir
C(X) = X(1+C(X))*,
hier ist also FI(X) = (14 X)?, und wir bekommen fiir n > 1
. 1

en = [XMC(0) = ~ X1+ X)" = 1( an ) S <2”> .

n\n—1 n+1l\n

(2) Das Beispiel der Catalan-Zahlen 1a8t sich verallgemeinern. Seien die Zahlen
a, definiert durch

aozl, Apy1 = Z Ay - - - Ak s
wobei m > 1 eine natiirliche Zahl ist. Mit A(X) =) a,X™ ergibt sich die

Gleichung
AX) —1=XAX)™ oder A(X)=X(1+AX)",

wenn wir A(X) = A(X) — 1 setzen. Die Inversionsformel liefert dann fiir
n>1

an = [X"ACX) = (X014 X)™ = %(n”inl) - m @n) ,

wobei der letzte Ausdruck auch fiir n = 0 giiltig ist.
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Eine mogliche kombinatorische Interpretation der Zahlen a, ist als die
Anzahl der Zerlegungen eines konvexen ((m — 1)n + 2)-Ecks in konvexe
(m + 1)-Ecke durch sich nicht schneidende Diagonalen.

10. EXPONENTIELLE ERZEUGENDE FUNKTIONEN UND DIE
EXPONENTIALFORMEL

Nachdem wir uns bisher auf gewohnliche EF konzentriert haben, soll es in die-
sem Kapitel nun um exponentielle EF gehen. Diese Art von EF ist besonders gut
fiir Probleme geeignet, bei denen es um kombinatorische Strukturen auf (endli-
chen) Mengen mit unterscheidbaren Elementen geht (wie zum Beispiel markierte
Baume im Gegensatz zu freien Bdumen, bei denen die Ecken nicht von vorne her-
ein unterschieden werden).

Wir werden also im Folgenden Typen von kombinatorischen Strukturen betrach-
ten, die auf endlichen Mengen , leben“. Jeder solche Typ von Struktur wird einen
Grofibuchstaben als Namen bekommen. Dabei ist es durchaus moglich, dafl eine
gegebene Menge keine solche Struktur tragen kann. Beispiele sind

— endliche Menge (d.h. keine zusétzkiche Struktur)

— nichtleere endliche Menge

S®) — k-elementige Menge

— Permutation der Menge

— fixpunktfreie Permutation

—  Orientierter (nichtleerer) Zykel

—  Orientierter Zykel der Léange k

—  Waurzelbaum (dessen Ecken die Elemente der Menge sind)

S
g

s%auos

Wenn A so ein Typ von kombinatorischer Struktur ist, dann schreiben wir

a, = #{A-Strukturen auf einer n-elementigen Menge}

o0

AX)=E,(X) =) an%

(dabei ist a der zu A gehorende Kleinbuchstabe). Zum Beispiel haben wir dann
folgende EEF.

1 1
H(X):ﬁ, C(X)Zlogl_X,

Wir haben dann folgende Zusammenhénge.

Lemma 10.1. A und B seien Typen kombinatorischer Strukturen wie oben.

(1) Eine (A + B)-Struktur auf M sei entweder eine A-Struktur oder eine B-
Struktur. Dann gilt

(A+ B)(X) = A(X) + B(X).
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(2) FEine (A-B)-Struktur auf M sei gegeben durch eine Zerlequng M = My W My
und eine A-Struktur auf My und eine B-Struktur auf Ms. Dann gilt

(A- B)(X) = A(X) - B(X).
(3) Ein Spezialfall von Teil (2) ist
B(X) = X A(X),

wenn B = SM . A ist. Eine B-Struktur auf M entsteht also, indem man
ein Element m € M auswdhlt und die restliche Menge M \ {m} mit einer
A-Struktur versieht.

(4) Es gelte ag = 0. Eine B-Struktur auf M sei gegeben durch eine ungeordnete
Zerlegung von M in k nichtleere Teilmengen sowie A-Strukturen auf jeder
der Teilmengen. Dann gilt

1

B(X) = EA(X)’@.

(5) Eine Erginzung zu (1): Seien Aj, Ay, ... Typen von Strukturen, so dafs
die Reihe Y - Ap(X) im Ring der formalen Potenzreihen konvergiert. Sei
A =32 Ap (d-h eine A-Struktur auf M besteht aus der Wahl eines k
und einer Ag-Struktur auf M ). Dann gilt

AX) =) A(X).

Beweis: (1) Klar.
(2) Sei C'= A - B. Dann gilt (mit einer n-elementigen Menge M)

Cp = Z ayprbuonT) = Z <Z) bt .
TcM k=0

Nach Lemma 8.4 (2) gilt dann C(X) = A(X)B(X).

(3) Klar (beachte SM(X) = X).

(4) Da ap = 0, kommt es nicht darauf an, ob wir beliebige oder nichtlee-
re Teilmengen betrachten. Wenn wir eine geordnete Zerlegung von M haben,
M = My W---d Mg und jede der Teilmengen mit einer A-Struktur versehen,
dann ist die zugehorige EEF nach Teil (2) (mit einer trivialen Induktion) gerade
A(X)*. Da die Teilmengen alle nichtleer (und daher paarweise verschieden) sein
miissen, wenn sie eine A-Struktur haben, gehort die entsprechende ungeordnete
Zerlegung von M zu genau k! verschiedenen geordneten Zerlegungen. Daraus
folgt die Behauptung.

(5) Die Konvergenzbedingung bedeutet, dafl es nur endlich viele k gibt, so dafl
eine Menge der GroBle < n eine Ag-Struktur haben kann. Um die Behauptung
fiir den Koeffizienten von X™ zu beweisen, konnen wir uns also auf endlich viele
der Ay beschrinken. Die Behauptung folgt dann aus Teil (1). a

Die folgende Proposition behandelt eine weitere Moglichkeit, aus zwei Typen
von kombinatorischen Strukturen einen neuen zu basteln.

Proposition 10.2. Seien A und B Typen kombinatorischer Strukturen mit ag =
0. Eine B(A)-Struktur auf einer Menge M sei gegeben durch eine Partition
von M (d.h. eine ungeordnete Zerlequng von M in nichtleere Teilmengen, die
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sogenannten ,Blicke* der Partition), eine A-Struktur auf jeder der Teilmengen
und eine B-Struktur auf der Menge der Blicke. Dann gilt

(B(A))(X) = B(A(X)).

BEWEIS: Sei zunichst B = S®), d.h. wir betrachten nur Partitionen in k& Blocke.
Dann gilt nach Lemma 10.1 (4), da (S®(A4))(X) = HFAX)" = SW(A(X)).
Wir kénnen B schreiben als B = Y _ B, (mit N € N U {co}), wobei jedes
B,, von der Form S® ist und jedes S® genau bz-mal vorkommt. Dann gilt

offensichtlich auch B(A) = 32~ _ B,,(A). Nach Lemma 10.1 (5) folgt nun

(BA)(X) =D (Bu(A)(X) =Y Bul(A(X)) = B(A(X)).
(Beachte, da8 die Behauptung fiir B,, = S*) bereits gezeigt war.) O

Bemerkung 10.3.

1. Die Voraussetzung ay = 0 ist notwendig, um die Definiertheit von B(A(X))
zu sichern.

2. Man kann sich eine B(A)-Struktur folgendermafen vorstellen: Man nimmt
eine Menge mit B-Struktur und ersetzt jedes Element durch eine Menge
mit A-Struktur.

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn B = S ist, wenn also auf der Menge der
Blocke keine zusétzliche Struktur vorliegt.
Korollar 10.4 (Exponentialformel). FEs gilt
(S(A))(X) = M)
Sei B = S(A). Dann lassen sich die Zahlen a, und b, durch folgende Rekursi-

onsformeln auseinander berechnen.

" /n—-1
bn=2<k_1>akbnk, by =1

k=1
n—1 n—1
n bn - bnf
a ; <k _ 1>ak k

BEWEIS: Es sind nur die Rekursionsformeln zu beweisen. Die zweite Formel ist
nur eine Umformung der ersten. Zum Beweis der ersten differenzieren wir die
Gleichung B(X) = exp(A(X)). Wir erhalten

B'(X)=A(X)e"M = A(X)B(X) = XB'(X)=(XA(X))B(X).
Nach Lemma 8.4 (2) bedeutet das

" /n & n—1

nbn = Z (k‘) kakbn_k = Zn(k _ 1)akbn_k .
k=0 k=1

DaB by = 1 ist, folgt aus B(X) = exp(A(X)) =1+ A(X)+... und A(0) =0. O

In vielen Féllen kann man den Zusammenhang zwischen B = S(A) und A so

interpretieren, daf} eine A-Struktur eine Zusammenhangskomponente einer B-
Struktur ist. Zum Beispiel hat man B = Graphen (mit gegebener Eckenmenge)
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und A = zusammenhingende Graphen. Mit der Exponentialformel kann man

dann die Zahlen a,, aus den b,, = 2(3) berechnen.
Beispiele 10.5.

(1) Eine Permutation kann man als disjunkte Vereinigung von orientierten Zy-
keln auffassen: IT = S(C'). Tatséchlich gilt auch

1 1

H(X) = ﬁ = exXp <10g 1_ X) = GC(X) .
(Denn ¢, = (n — 1)! fiir n > 1.)

(2) Eine Permutation ist auch gegeben durch eine Teilmenge (ihre Fixpunkte)
und eine fixpunktfreie Permutation auf dem Rest: I = .5 - D. Also gilt

I1(X) e X
D(X) = =
(X) S(X) 1—-X’
und daraus
(DR
d, = n! o
k=0

Vergleiche Abschnitt 4.3.

(3) Wie viele Involutionen (d.h. Permutationen o mit o2 = id) gibt es auf einer
n-elementigen Menge? Die Bedingung an die Permutation bedeutet, daf in
der Zykelzerlegung nur Zykel der Linge 1 oder 2 auftreten diirfen. Also gilt

I =S8(C" 4 C®) und daher
[(X) = Xt

In dieser EEF stecken alle Informationen iiber die Anzahlen i,,, auch wenn
es dafiir keine einfache geschlossene Formel gibt. Zum Beispiel liefert uns
Kor. 10.4 die Rekursion

’L.():l, ilzl, @n+2:zn+1+(n+1)zn

(4) Allgemeiner konnen wir fragen nach der Anzahl der Permutationen o mit
0% = id. Hier miissen die Léngen der Zykel Teiler von k sein. Also ist die
EEF

1(X) = exp(3 CD(X)) = exp | S

d|k d|k

(5) Wie viele Partitionen hat eine Menge? In diesem Fall ist die ,,innere“ Struk-

tur einfach eine nichtleere Menge, d.h. es gilt P = S(S5) und daher

oo Xn

> B(n)— = P(X)=¢" "
n.:

n=0

Die Zahlen B(n) sind die Bellschen Exponentialzahlen, die uns bereits in
Abschnitt 4.4 begegnet sind.
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Genauer konnen wir nach der Anzahl der Partitionen in k Blocke fragen.
Hier haben wir P, = S®(S), also

S s, k)% = B(X) = (X~ 1)F.

Die Zahlen S(n,k) sind die Stirling-Zahlen 2. Art, siche ebenfalls Ab-
schnitt 4.4.

Wenn es Stirling-Zahlen 2. Art gibt, mufl es natiirlich auch Stirling-Zahlen
1. Art geben. Sie werden mit s(n, k) bezeichnet (jedenfalls von manchen
Autoren) und zéhlen die Permutationen von n Elementen, die genau k

Zykel haben. Also haben wir 1T, = S®*)(C) und daher

- X 1 1\
gs(n,k)ﬁzﬂk(X) o (1 g—X) .

Beim dritten Beweis des Satzes von Cayley in Kapitel 6 hatten wir gese-
hen, dafl man eine Abbildung M — M interpretieren kann als eine disjunkte
Vereinigung von Zykeln (d.h. eine Permutation), deren Punkte durch Wur-
zelbdume ersetzt sind. Hier gilt also A = II(W) und damit

= X" 1
;nF:Am:l_iW(X).

Zusammen mit w, = n""! (siehe Kapitel 6 oder auch Beispiel (9) unten)

(
ergibt das die witzige Beziehung

_ :ié (Z) k¥ (n — k)L

(fiir n > 1).

Hier folgt ein vierter Beweis des Satzes von Cayley. Es gilt W = SW. (W),
denn ein Wurzelbaum besteht aus einem ausgezeichneten Element (der
Wurzel) und dazu einer Menge von an der Wurzel ,,angehdngten Teilbaum-
en. Das ergibt die Funktionalgleichung

W(X)=XeVX)

Dies ist nun genau so ein Fall, wo sich die Lagrangesche Inversionsformel
wunderbar anwenden 1&8t. Wir haben nédmlich

e o[-

SchlieBlich wollen wir noch die Anzahl der 2-reguléren Graphen mit n Ecken
bestimmen (,,2-regulér” heifit, dafl jede Ecke den Grad 2 hat). So ein (wie
immer einfacher, schlingenloser) 2-regulérer Graph ist die disjunkte Verei-
nigung von nicht-orientierten Zykeln (Kreisen) der Linge > 3. Sei C' die
Struktur, die zu solchen Zykeln gehort. Dann gilt

Co=0=0,=0, ¢ = 3(n—1)! fiirn >3,
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also C(X) = L(log(1 — X) ' = X — 1X?) und daher

1
2

1 1 1 132 e 3 ¥ 1Y
Daraus liefle sich auch wieder eine Rekursionsformel fiir die Anzahlen g, ,,
herleiten oder auch die asymptotische Formel

e 3/4n)

I2n = T

(1+0(1/n)).

11. P-REKURSIVE FOLGEN UND D-FINITE POTENZREIHEN

In Kapitel 8 haben wir gesehen, dafl Folgen, die einer linearen Rekursionsglei-
chung mit konstanten Koeffizienten geniigen, rationale Gewohnliche Erzeugende
Funktionen haben. In diesem Kapitel soll es nun darum gehen, Folgen zu studie-
ren, die einer linearen Rekursionsgleichung mit Polynomkoeffizienten geniigen.
Beispiele dafiir sind a,, = n! mit der Gleichung a,,; = (n + 1)a, oder a,, = (27’:)
mit der Gleichung (n + 1)an+1 = 2(2n + 1)a,.

Wir wollen jedoch nicht mit den Folgen beginnen, sondern auf der anderen Seite,
namlich den zugehorigen Potenzreihen. Der Grund dafiir ist, dal bei der Formu-
lierung der relevanten Eigenschaften fiir Folgen eine Komplikation auftritt, die

damit zu tun hat, dafl Polynome Nullstellen haben kénnen. Bei den Potenzreihen
tritt das Problem nicht auf, da die Polynome nicht ausgewertet werden.

Von jetzt ab sei K ein Korper der Charakteristik 0, z.B. Q, R oder C.

Der Korper K(X) der rationalen Funktionen iiber K (das ist der Quotien-
tenkorper des Polynomrings K[X]; seine Elemente sind Quotienten P(X)/Q(X)
von Polynomen) ist in natiirlicher Weise eingebettet in den Korper K (X)) der
Laurent-Reihen iiber K (K ((X)) ist ein Korper, da K ein Korper ist, vergleiche
Bem. 9.2). Insbesondere ist damit K (X)) ein K (X)-Vektorraum.

Lemma 11.1. Fiir eine (Potenz- oder) Laurent-Reihe F € K (X)) sind folgende
FEigenschaften dquivalent:

(1) Es gibt Polynome Py, Py, ..., Py € K[X]| mit P; # 0, so daf
Py(X)FD(X) + -+ P(X)F(X) + Py(X)F(X) =0.

(Hier bezeichnet F™ die n-te Ableitung von F'.)
(2) Es gibt Polynome Py, Py, ..., Py, Q € K[X]| mit Py # 0, so dafs

Py(X)F'D(X) + -+ + PX)F'(X) + B(X)F(X) = Q(X) .

(3) Sei V(F) = spany x)(F, F', F",...) der von F und allen seinen Ableitun-
gen erzeugte K (X)-Untervektorraum von K((X)). Dann gilt

dimK(X) V(F) < 0.
Definition 11.2. Eine Reihe F' € K((X)), die obige dquivalente Eigenschaf-

ten hat, heifit D-finit (engl. D-finite als Abkiirzung von differentiably finite; das
bezieht sich auf Eigenscahft (3)).



54 MICHAEL STOLL

BeEwEIS (LEMMA 11.1): (1)=(2) ist trivial.
(2)==(1): Sei m = deg(Q) + 1. Wenn wir die Gleichung in (2) m-mal ableiten,
bekommen wir eine Gleichung

Pa(X)FH™ (X) 4+ BV (X)F(X) = QM (X) = 0
wie in (1).
(1)==(3): Sei V' = span(x)(F, F',..., F{“"Y). Die Gleichung in (1) impliziert,
daB F@ ¢ V ist (da P; # 0, konnen wir durch P, dividieren; dann ist @
als K (X)-Linearkombination der niedrigeren Ableitungen ausgedriickt). Es folgt
(mit der Regel fiirs Ableiten eines Produkts und der Tatsache, da8 K (X) unter
Differentiation invariant ist) F*) € V + K(X) - F(9 =V also ist V inva-
riant unter Differentiation. Da F € V C V(F), folgt V = V(F) und damit
dimV(F)=dimV <d.
(3)==(1): Da dim V(F) < oo, gibt es ein kleinstes d € N, so daf§ F, F’,..., F@
linear abhéngig sind iiber K (X). Es folgt

FO(X) = Ry (X)F4D(X) 4 - + Ry(X)F(X)

mit R; € K(X). Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner der R;
erhalten wir eine Gleichung wie in (1). O

Beispiele fiir D-finite Potenzreihen sind

1 1 >
;o V1 —AX e
1-X V1I—X

Die Exponentielle Erzeugende Funktion der Bell-Zahlen, F'(X) = exp(e® — 1),
ist jedoch nicht D-finit. Um das zu sehen, beachte man, daf3

FOX) = (™ + agq e DX 4 dagieX + aq0)F(X)
X000

X, sin(X), cos(X), log

ist. Damit ist V(F) = spangx)(1,e¥,e - F, und da e* transzendent ist
(zu algebraischen (d.h. nicht-transzendenten) Potenzreihen siehe weiter unten in
diesem Kapitel), ist das nicht endlich-dimensional.

Wir wiirden jetzt gerne in dhnlicher Weise die Menge K aller Folgen in K als
einen K (X)-Vektorraum auffassen, indem wir R(X) - a = (R(n)a,)nen setzen.
Das Problem dabei ist, dafl R an Stellen n € N Pole haben kann, so daf§ R(n)
dann nicht definiert ist. Auf der anderen Seite hat so eine rationale Funktion R
aber nur endlich viele Pole, also ist R(n)a,, jedenfalls fiir n > 0 (also hinreichend
grofies n) definiert. Das motiviert folgende Begriffsbildung,.

Definition 11.3. Zwei Folgen a,b € K~ heifien dquivalent, kurz a ~ b, wenn
a, = by, fiir alle hinreichend grofien n € N gilt. Die Aquivalenzklassen [a] heifien
Folgenkeime; die Menge aller Folgenkeime sei mit G(K) bezeichnet (von engl.
germ).

Dies ist analog zu dem aus der Funktionentheorie geldufigen Begriff der Funkti-
onskeime an einer Stelle. Hier werden zwei Folgen identifiziert, wenn sie ,,in einer
Umgebung von oo® iibereinstimmen.

Proposition 11.4.

(1) Mit den Definitionen [a]+ [b] = [a+b] und [a][b] = [ab] (wobei (ab),, = a,by,)
wird G(K) zu einem kommutativen Ring mit 1.
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(2) Die Abbildung K(X) > R(X) — [r] € G(K), wobei r, = 0, falls n ein

Pol von R ist, und r, = R(n) sonst, ist ein (dann injektiver, weil K(X)

ein Koper ist) Ringhomomorphismus. Insbesondere ist G(K) eine K(X)-
Algebra und damit ein K (X)-Vektorraum.

BeweEIs: (1) Es gilt offensichtlich a ~ b <= (a —b) ~ 0. Auflerdem ist
I =[0] ={a € K" | a~ 0} ein Ideal im Ring K. Nach den iiblichen Stzen aus
der Algebra ist damit G(K) = KV/I ein Ring mit Addition und Multiplikation
wie angegeben.

(2) Da (Ry + Rs)(n) = Ri(n) + Ry(n) und (R1Ry)(n) = Ri(n)Ry(n) fir alle
n > 0 gilt, ist die Abbildung ein Ringhomomorphismus. Der Rest ist klar. O

Wir definieren noch den Shiftoperator.

Definition 11.5. Fiir eine Folge a € K" sei Sa = (@41 )nen- Diese Operation ist
offenbar mit der Aquivalenz von Folgen vertriglich, also setzen wir S[a] = [Sal.
Auf den Folgenkeimen ist dieser Shiftoperator bijektiv; damit ist S~![a] = [T'd]
wohldefiniert (wobei (T'a)y = 0 (oder sonst irgend etwas) und (T'a),+1 = ay,).

Nach all diesen Vorbereitungen koénnen wir jetzt endlich die zu Lemma 11.1
analogen Aussagen fiir Folgen formulieren.

Lemma 11.6. Fiir eine Folge a € K" sind folgende Eigenschaften dquivalent.
(1) Es gibt Polynome Fy, Py, ..., Py € K[X] mit Py # 0, so daf fir alle n € N
qgilt
Py(n)aniq+ -+ Pi(n)an + Po(n)a, =0.
(2) Es gibt Polynome Py, Py, ..., Py € K[X] mit Py # 0, so daf fir alle n >0
qgilt
Pd(n)an+d + -+ P1<Tl)an+1 + Pg(n)an =0.
(3) Es gibt Polynome Py, Py, ..., P; € K[X] mit Py # 0, so daf§ fiir den Fol-
genkeim [a] gilt
Py(X)-S%a)+ -+ P (X) - S[a] + Py(X) -[a] = 0.
(4) Sei V([a]) = spang x([a],S[a],S?[a],...) der von [a] und allen seinen
Shifts erzeugte K (X)-Untervekotrraum von G(K). Dann gilt
dimK(X) V([CL]) < 0.

Definition 11.7. Eine Folge a (oder ihr Folgenkeim [a]) heifit P-rekursiv (po-
lynomial linear rekursiv), wenn sie obige Eigenschaften hat.

BEwEIS (LEMMA 11.6): (1)==-(2) ist trivial.

(2)==(1): Die Gleichung in (2) gelte fir n > m. Man multipliziere sie mit
n(n—1)...(n —m+ 1), dann gilt sie fiir alle n € N.

(2) <= (3) folgt aus den Definitionen.

(3) <= (4) geht analog zu Lemma 11.1. Man beachte, daf das Bild von K (X)
in G(K) unter dem Shiftoperator invariant ist und dafl man die Beziehung

S([a][b]) = (Sla])(S[b]) hat. 0

Das erste Hauptresultat dieses Kapitels zeigt, dal die Eigenschaften ,, P-rekursiv*
und ,,D-finit“ zwei Seiten derselben Medaille sind.
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Satz 11.8. Fiir eine Folge a € K" sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) a ist P-rekursiv.

(2) Die GEF F, ist D-finit.
(3) Die EEF E, ist D-finit.

BEWEIS: (1)==-(2): Nach Voraussetzung gibt es Polynome F,..., P; € K[X]
und m € N, so daf} fiir n > m

Py(n)aptg+ -+ Pi(n)ans + Po(n)a, =0.
Indem wir eventuell m vergréflern, konnen wir Fy # 0 annehmen. Wir ersetzen
nun n durch n — d und erhalten

Py(n)a, + -+ Pi(n)ay_gi1 + Po(n)a,_q =0
fiir alle n > m + d, wobei wir P;(n) = Pj(n — d) gesetzt haben.
Wir erinnern uns nun an Lemma 8.4 (1). Mit dem dort angegebenen Lexikon
zur Ubersetzung zwischen Folgen und GEF erhalten wir

~ d - d - d \ g
(Pu(X ) + Pua (X)X -+ B(X—2) X*) Fu(X) = Q(X),

wobei @ ein Polynom (vom Grad < m + d) ist und in der grofien Klammer ein
linearer Differentialoperator mit Polynomkoeffizienten steht. (Dabei gilt die Re-
chenregel (d/dX)X = X (d/dX)+ 1, wie man durch Anwenden auf eine Reihe F
leicht sieht.) Wenn k der Grad und « der Leitkoeffizient von 4 (und damit auch
von Pp) sind, dann enthilt dieser Differentialoperator den Term aX**¢(d/dX)*,
also ist der Operator nichttrival, d.h. F, ist D-finit.

(2)==(1): In &hnlicher Weise iibersetzt sich eine Differentialgleichung
Py(X)FO(X) + -+ PUX)FL(X) + Po(X)Fo(X) = 0
in die Gleichung
(Pd(T)(X F1)(X 4+2).. (X +d)S?
+ Py (T)(X +1)(X +2)... (X +d—1)S"!
+---+P1(T)(X+1)S+P0(T)) a=0,

wobei (T'a)y = 0 und (T'a),+1 = a, und die grofe Klammer wiederum als Opera-
tor auf KN aufzufassen ist. Wenn wir darauf eine geeignete Potenz S* anwenden,
1aBt sich die resultierende Gleichung in der Form

(QT(X)ST +o A+ Qu(X)S + Qo(X)) Ja] =0

schreiben (beachte die Rechenregel SX = (X + 1)5); dies hat die Form der Be-
dingung in Lemma 11.6 (3). Man iiberzeugt sich davon, daf§ der Leitkoeffizient o
von P, einen nicht-verschwindenden Term aX9S? %+ in der grofien Klammer
erzeugt (wo k der Grad von Py ist).

(2) <= (3): Dies folgt aus der Aquivalenz von (1) und (2) und der Aussage

(an) P-rekursiv. <= <a_,;> P-rekursiv,
n!

die leicht zu sehen ist. O
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Als Beispiel betrachten wir die Folge (a,) der Anzahlen 2-reguldrer Graphen,
deren EEF
F(X) = \/11__X exp(—1X — 1X?)

ist, wie wir gesehen haben. Wir bestimmen die logarithmische Ableitung

F’(X): 1 -1 1 1X X2

F(X) 21-X 2 2 2(1 - X)
Also haben wir die Differentialgleichung

2(1 - X)F'(X) - X*F(X)=0.
Fiir die Folge b, = a, /n! ergibt sich dann gemif obigem Beweis:
2(n+ 1)byy1 — 2nb, — b, =0 fiir alle n > 0,

wobei b_1 = b_y = 0 gesetzt werden muf. Multiplikation mit n! liefert dann die
Rekursion

Qpi1 = Nay + (Z) a,_o fiir alle n > 0

mit a_ = a_; =0 und ag = 1.

Die nun folgenden Resultate zeigen, dal D-finite Reihen bzw. P-rekursive Folgen
einigermaflen schone Abgeschlossenheitseigenschaften haben.

Satz 11.9.

(1) Die D-finiten Laurent-Reihen bilden eine K(X)-Unteralgebra von K((X)).
Auferdem gilt: F € K(X)) D-finit = F' D-finit.

(2) Die P-rekursiven Folgenkeime in G(K) bilden eine K(X)-Unteralgebra.
Auferdem gilt: [a] € G(K) P-rekursiv = S|a] P-rekursiv.

BEWEIS: Zunéchst eine Vorbemerkung. Seien V und W zwei K (X )-Untervektor-
raume in einer K (X)-Algebra A. Wir setzen

VW = spang x({v-w|veV,weW}).
Dann gilt dimgx)V - W < (dimgx) V) - (dimgx) W). (Denn die Elemente

v - w, wo v eine Basis von V und w eine Basis von W durchlauft, erzeugen

bereits V - W.)

(1) Wir verwenden das Kriterium in Lemma 11.1 (3). Seien F,G € K((X)) D-
finit. Wir miissen zeigen, dafl dann auch F' + G und F' - G D-finit sind und daf3
rationale Reihen R € K(X) D-finit sind. Nun gilt offenbar

V(F+G) CcV(F)+V(G)
V(F-G)cCV(F)-V(G)
V(R) C K(X)
(denn (F - G)™ =370 (1) F®GR) also
dimV(F +G) <dimV(F) +dimV(G) < 0o
dmV(F-G) < (dimV(F)) - (dimV(G)) < oo
dimV(R) <1.
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AuBlerdem ist V(F") C V(F), also dim V (F") < dim V(F) < oc.

(2) Analog zum Teil (1) verwenden wir hier das Kriterium in Lemma 11.6 (4).
Seien also [a], [b] € G(K) P-rekursiv. Wir miissen zeigen, dafl dann auch [a] + [b]
und [a] - [b] P-rekursiv sind und da8 das Bild von K (X) in G(K') aus P-rekursiven

Folgenkeimen besteht. Sei [r] € G(K) das Bild von R(X) € K(X). Dann gilt
wie oben

V([al + []) € V(la]) + V([0])
V([al - [o]) € V([a]) - V([0])
V([r]) € K(X) - 1],
also folgt die Behauptung (hier gilt S™([a] - [b]) = (S™[a])(S™[b])). AuBerdem ist
wieder V' (S[a]) C V([a]), also ist S[a] auch P-rekursiv. O

Fiir die weiteren Ergebnisse miisen wir eine weitere Klasse von Laurent-Reihen
einfithren.

Definition 11.10. Eine Reihe F' € K (X)) heifit algebraisch, wenn sie folgende
aquivalente Eigenschaften hat.

(1) Es gibt Polynome Py, Py, ..., P; € K[X] mit P; # 0, so daf§
Py X)F(X)"+ -+ Pi(X)F(X) + Py(X) =0.
(2) Sei A(F) = spany(x)(1, F, F?,...). Dann ist dimgx) A(F) < co.

Die Aquivalenz der beiden Eigenschaften sieht man auf die gleiche Art und Weise
wie in Lemma 11.1 oder 11.6.

Die folgende Proposition fafit einige wichtige Eigenschaften algebraischer Reihen
zusammen.

Proposition 11.11.

(1) Wenn F € K(X)) algebraisch ist, dann ist A(F) ein Korper.
(2) Wenn F € K(X)) algebraisch ist, dann gilt V(F) C A(F).
(3) Die algebraischen Reihen in K (X)) bilden einen Unterkorper.
(4) Seien Fi,...,F, € K(X)) algebraisch. Dann ist

ARy, .. B =A(R) - ... - A(E)

ein Korper, und zwar der kleinste Korper, der K(X) und Fy, ..., F, enthilt.
Er hat endliche K(X)-Dimension.

BeEWwEIS: (1) Nach Definition ist A(F') jedenfalls eine K (X)-Algebra (ndmlich
die von F' erzeugte K (X)-Unteralgebra von K ((X))). Es ist also nur noch zu
zeigen, dafl jedes 0 # G € A(F') in A(F') einen Kehrwert hat. Dazu zeigen wir
zunéichst, dal F~! € A(F) ist (falls F # 0). Wenn F' # 0 ist, dann kénnen wir in
Eigenschaft (1) von Def. 11.10 annehmen, dafl Py # 0 ist (andernfalls dividieren
wir so oft durch F, bis das der Fall ist). Nach Multiplikation mit £~ erhalten
wir
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Sei nun 0 # G € A(F) beliebig. Dann gilt offenbar A(G) C A(F), also (wie eben
gezeigt) G~! € A(G) C A(F).
(2) Wir zeigen F’ € A(F). Dann folgt induktiv F™ € A(F) fiir alle n > 0, also
V(F) C A(F). Wir konnen in Def. 11.10 (1) den Grad d minimal wéhlen. Wir
differenzieren die Gleichung dann und bekommen

PYX)F(X)"+ -+ P{(X)F(X) + F}(X)

= —(dPy(X)F(X)"™ ! + - +2P(X)F(X) + P(X))F'(X).

Da d minimal gewahlt war, ist die Klammer auf der rechten Seite nicht null, also
haben wir

PyX)F(X)?+ -+ + PIX)F(X) + Py(X)
CdPy(X)F(X)4 1 4 - 4 2P(X)F(X) + Py (X)
(denn nach (1) ist A(F") ein Korper).

(3) Es gilt A(F+ G) C A(F) - A(G) und A(F - G) C A(F) - A(G), also sind
mit F und G auch F'+ G und F - G algebraisch. Wir haben bereits in Teil (1)

gesehen, daf fiir algebraisches F' # 0 gilt, da F~! € A(F); damit ist auch F~!
algebraisch.

(4) Nach Definition ist A(Fy,..., F,) die von Fy,..., F, erzeugte K(X)-Unter-
algebra von K((X)) (und damit die kleinste K (X )-Unteralgebra, die Fi,..., F),
enthélt). Es ist also nur noch zu zeigen, da8 fir 0 # G € A(Fy,...,F,) auch
G~ le A(Fy,...,F,)ist. Da A(Fy,. .., F,) aber eine Unteralgebra ist, haben wir
G 'e A(G) C A(Fy,...,E,). O

Mit diesen Vorberitungen konnen wir zeigen, dafl viele Reihen D-finit sind.

Satz 11.12. Sei F' € K((X)). Dann gilt:

(1) Ist F algebraisch, dann ist F D-finit.
(2) Ist F'/F algebraisch, dann ist F' D-finit.
(3) Wenn es algebraische Reihen Aqg, ... Ay € K(X)) gibt mit Ay # 0, so daf

A X)F(X)D 4+ A (X)) F'(X) + Ay(X)F(X) =0,
dann ist F' D-finit.

F'(X) = € A(F)

Beweis: (1) folgt aus (2), denn fiir algebraisches F' ist auch F'/F € A(F), also
algebraisch. (Alternativ kann man auch direkt Prop. 11.11 (2) benutzen.)
(2) ist der Spzeialfall d = 1 von (3)
(3) Sei K7 = A(Ayp, A1, ..., Aq). Dann ist K ein Korper, der unter Differentia-
tion invariant ist (denn G € Kj impliziert G’ € A(G) C Ki). Mit demselben
Argument wie in Lemma 11.1 folgt aus der gegebenen Differentialgleichung dann,
daf
dimg, spang, (F, F', F",...) < o0
ist. Da dimg(x) K nach Prop. 11.11 (4) endlich ist, folgt
dim g (x) spange ) (F, F', F", ... ) < dimg(x) spang, (F, F', F",...)
= (dimg(x) K1) - dimg, spang, (F, F', F",...)
< 0.
O
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Aus den bisher bewiesenen Satzen folgt nun zum Beispiel sofort, daf§ die Reihe
F(X)=(1-X)""2exp(—X/2 — X?/4) D-finit ist, ohne da wir die Differenti-
algleichung fiir F explizit aufstellen miissten (denn F' ist Produkt einer algebrai-
schen Reihe mit einer Reihe, deren logarithmische Ableitung sogar ein Polynom
ist).

Das Beispiel e® 1 zeigt, dafl die Komposition zweier D-finiter Reihen nicht not-

wendig wieder D-finit ist. Es gilt aber immerhin folgender Satz.

Satz 11.13. Sei F € K(X)) D-finit und G € XK[X] algebraisch. Dann ist
F(G) D-finit.

BEWEIS: Sei W = span ) (F(G), F'(G), F"(G),...). Dann gilt V(F(G)) C
W, denn F(G) € W, und W ist abgeschlossen unter Differentiation: Es gilt
(F"(@)) = G - F"(G). Da dimg(x) A(G) < oo, geniigt es also zu zeigen,
daBl dim gy W < oo ist. Dazu betrachten wir eine Gleichung fiir /' wie in Lem-
ma 11.1 (1):

Py(X)FD(X) + -+ PU(X)F(X) + Py(X)F(X) =0
Wir ersetzen X durch G(X) und erhalten

Py(G(X))F(G(X)) + -+ + P(G(X))F'(G(X)) + R(G(X))F(G(X)) = 0.

Dies zeigt, daB F(9(G) € W, = span 4 (F(G), F'(G), ..., FU=D(G)) ist. Wie
iiblich folgt dann F+)(G) = & (FW(G)) € Wy usw., also schlieflich W = W,
und dimy W < d. O
Das néchste Ergebnis (das wir hier aber nicht beweisen wollen), befafit sich
damit, wann der Kehrwert einer D-finiten Reihe wieder D-finit ist.

Satz 11.14. Sei 0 # F € K((X)). Dann gilt
F D-finit und F~ D-finit <= F'/F algebraisch.

(Die Richtung von rechts nach links folgt aus Satz 11.12 (2), denn fiir die loga-
rithmische Ableitung gilt (F~')/F~'=—F'/F.)

Daraus folgt zum Beispiel, dal Reihen wie

1 X
tan X
cos X’ anss eX —1

(letztere ist die EEF der Bernoulli-Zahlen, die in vielen Zusammenhéngen, be-
sonders in der Zahlentheorie, immer wieder auftauchen) nicht D-finit sind. Fiir
ihre Koeffizienten gibt es demnach auch keine linearen Rekursionsgleichungen
fester Lange, deren Koeffizienten Polynome sind.

Ein weiteres wichtiges Resultat betrifft Diagonalfolgen. Wenn wir eine ,, Folge*
a(ni,na,...,ny) in mehreren Variablen haben, dann kénnen wir dazu die Dia-
gonalfolge a,, = a(n,n,...,n) bilden. Die zugehorige Operation an den Erzeu-
genden Funktionen heifit entsprechend.

Definition 11.15. Sei F(Xy,...,X,,) € K[Xi,...,X,,] eine Potenzreihe in
m Variablen. Dann heifit die Reihe

(diag F)(X) = Y (X} ... XA]F)X" € K[X]

n=0
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die Diagonalreihe von F'.

Nun gilt folgendes (ebenfalls ohne Beweis).

Satz 11.16. Sei F'(Xy,...,X,,) € K[X1,...,X,,] eine rationale Potenzreihe in
m Variablen (d.h. F(X1,..., X)) = P(X1,...,Xn)/Q(X1, ..., X,n) mit Poly-
nomen P,Q € K[X1,...,X,,] und Q(0,...,0) =1). Dann ist die Diagonalreihe
diagF € K[X] D-finit.
Im Falle m = 2 st diag F' sogar algebraisch; das gilt jedoch im allgemeinen nicht
mehr, wenn m > 3 ist.

Als typisches Beispiel konnen wir die Reihe

o0

1 m—+mn
F(Xy, Xy) = —— = Xmxn
( ! 2) 1—X1—X2 Z ( n ) ! 2

m,n=0

betrachten. Fiir ihre Diagonale gilt

anr0 =3 ()= L

n=0
das ist offensichtlich eine algebraische Reihe. Dagegen ist
1 (3n)!

X) =
1—X1—X2—X3>( ) 0 n!3

o0

XTL

F(X) = <diag

zwar D-finit (die Koeffizienten erfiillen eine lineare Rekursionsgleichung der Lén-
ge 1), aber nicht algebraisch. Letzteres liegt (z.B.) an der Asymptotik (benutze
die Stirlingsche Formel)

(3n)! 333" /6mn
n!3 (nme="v/27n)3
Daraus folgt, daf§ F'(27z) — ‘2/—5 log - fiir z — 1 beschréinkt ist, d.h. F" hat eine

logarithmische Singularitiat bei 1/27, was bei einer algebraischen Funktion nicht
passieren kann.

(1+0(1/n)) = (ﬁ + O(n’z))27n :

2mn

12. ALGORITHMISCHER BEWEIS KOMBINATORISCHER IDENTITATEN

Dieses letzte Kapitel der Vorlesung ist im wesentlichen eine Wiederholung mei-
nes Habilitationsvortrags vom 30. Juni 1999. Der Einfachheit halber fiige ich
deswegen hier das Skript dieses Vortrags ein.

12.1. Das Problem. In diesem Vortrag geht es um Identititen. Was ist eine
Identitéat? Das ist eine Aussage, die zwei Dinge gleich setzt, in den meisten Fallen
ein kompliziertes Ding mit einem einfachen Ding. Ein Beispiel ist

6-9=142.

Links vom Gleichheitszeichen steht etwas Kompliziertes, ndmlich ein Produkt,
wéhrend rechts etwas Einfaches steht, ndmlich eine Zahl. Sie haben natiirlich
sofort gesehen, dafl diese Identitét falsch ist (es wird die einzige falsche Identitét
in diesem Vortrag bleiben). Warum konnten Sie das sofort sehen? Weil Sie (wie
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wir alle) in der Grundschule einen Algorithmus gelernt haben, mit dem sich kom-
plizierte Ausdriicke wie auf der linken Seite in einfache eindeutige Normalformen
umwandeln lassen. Die Normalform der linken Seite ist 54 und damit von der
rechten Seite (die bereits in Normalform ist) verschieden.

Andere Arten von Identitdaten, die sich routineméfig entscheiden lassen, werden
zum Beispiel repréasentiert von

(x+y+2)(@*+y*+ 22—y —yz—z22) = 2° + y° + 2° — 3wy
2tan @
1+ tan?

Es ist eine andere Sache, zu gegebener linker Seite eine einfache rechte Seite
zu finden. Im ersten der obigen drei Beispiele gibt es noch Normalformen (die
rechte Seite ist ein Beispiel dafiir). Auch fiir trigonometrische Ausdriicke wie im
zweiten Beispiel lassen sich noch Normalformen finden (das ist nicht mehr ganz
so offensichtlich). Das dritte Beispiel fiihrt auf die Frage, wann sich das unbe-
stimmte Integral einer ,elementaren“ Funktion wieder als elementare Funktion
schreiben 148t. Dieses Problem hat eine algorithmische Losung (Risch 1970), die
inzwischen in Systeme wie Maple oder Mathematica eingebaut ist. Wir alle ha-
ben uns daran gewothnt, unsere Integrale von solch einem System ausrechnen zu
lassen.

= sin 2¢

Die Identitdten, um die es hier geht, sind in gewisser Weise diskrete Analoga
zu der Integral-Identitdt oben (eigentlich eher zu bestimmten Integralen mit
Parametern). Wir wollen folgende drei Probleme betrachten.

(1) Gilt >, F(n, k) = f(n) fir alle n € N? Zum Beispiel:

=) - ()

(2) Gilt >, F(n, k) =), G(n, k) fur alle n € N? Zum Beispiel:

>0 =x() ()

(3) LaBt sich ), F(n, k) in ,geschlossener Form*“ hinschreiben? Zum Beispiel:

p(An + E)l(4n — k)!
;(_1) ((n—i-k:)!)‘lgn—k)!>‘l =7

Die Summe erstreckt sich dabei iiber alle ganzen Zahlen, wenn keine Einschrankun-
gen angegeben sind. Wir miissen natiirlich prézisieren, welche Art von Funktio-
nen F, G, f wir betrachten wollen.

Definition. L sei ein Korper der Charakteristik 0.

(a) Eine Funktion f : N — L heiflit hypergeometrisch, wenn sie eine Gleichung

po(n)f(n) =pi(n)f(n+1) firallen € N
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erfiillt mit Polynomen pg, p; € L[X], die nicht beide null sind.
Typische Beispiele sind

R I u)

(letzteres mit L = Q(x)), hingegen ist zum Beispiel
f(n) =n"

nicht hypergeometrisch.

(b) Eine Funktion f : N — L heifit in (hypergeometrischer) geschlossener
Form darstellbar, wenn sie eine endliche Summe von hypergeometrischen
Funktionen ist.

Zum Beispiel haben die Fibonacci-Zahlen iiber L = Q(+/5) die geschlos-
sene Form

1 ((1+v5\ [1-v5)
30 ()

(c) Eine Funktion F' : N x Z — L heiit einfach hypergeometrisch, falls sie
sich schreiben 143t als

F(n, k) = P(n, k)z"y — H(am + bik 4+ ¢;)!1,
i=1
wobei P € LIX,Y], a;,b;,e; € Z und z,y,¢; € L. (Die Interpretation der
Fakultédt ist ein bifichen problematisch, wenn ¢; keine ganze Zahl ist. Wir
konnen uns statt dessen (a;n + bk + ¢;)!/¢;! vorstellen, was eine rationale
Funktion von ¢; ist.)
Typische Beispiele sind

Fn, k) = (—1) (25)3 3k —2n) (ZY (2:) |

Wenn wir fiir unsere Probleme spezifizieren, dafl F' und G einfach hypergeome-
trisch und f hypergeometrisch sein sollen, dann haben wir eine prézise gestellte
Aufgabe vor uns (in Problem (3) ist natiirlich der gerade definierte Begriff der
geschlossenen Form gemeint).

12.2. Die Theorie. Wie konnen wir eine Identitat wie
2
n 2n
F k — = =
Sron =3 (7) = () = o0
k k
beweisen? Die rechte Seite f ist hypergeometrisch; im Beispiel gilt

22n+1)f(n) —(n+1)f(n+1) =0 fir alle n € N.

Wenn wir also zeigen konnen, dafl die linke Seite ebenfalls diese Rekursionsglei-
chung erfiillt, dann sind wir fertig, denn ), F'(0,k) = 1 = f(0), und durch die
Rekursion sind alle anderen Werte eindeutig bestimmt.

Nun kénnen wir sicher nicht erwarten, dafl jeder Ausdruck der Form ), F(n, k)
einer hypergeometrischen Rekursion geniigt (sonst wéren ja alle diese Summen



64 MICHAEL STOLL

in geschlossener Form ausdriickbar), aber wir konnen wenigstens hoffen, dafl
f(n) =", F(n, k) einer allgemeineren Gleichung

po(n)f(n) +pi(n)f(n+1)+p(n)f(n+2)+ -+ pa(n)f(n+d) =0

fiir alle n € N geniigt, wobei die p; € L[X] sind und pg # 0 ist. Solche Funktionen
nennt man P-rekursiv (von ,,polynomial linear rekursiv®). In diesem zweiten Teil
werden wir zeigen, dafl dem wirklich so ist.

Dazu ist es notig, den Begriff der P-Rekursivitét in geeigneter Weise auf Funk-
tionen in mehreren Variablen auszudehnen. Eine naive Verallgemeinerung fiihrt
zu Problemen. Schliellich hat sich herausgestellt, dafl die weiter unten folgende
Definition sinnvoll ist.

Bevor wir diese Definition formulieren kénnen, miissen wir einige Objekte ein-
fithren.

Definition. Seir > 1 eine ganze Zahl.

(a) Die nicht-kommutative L-Algebra L(ny,...,n,, Ni,...,N,), die von den
Variablen nq,...,n,, Ni,..., N, mit den Vertauschungsrelationen

nin; =n;n;, N;N; = N;N;, Ninj = (nj + 6;;)N;

erzeugt wird, heiBt A, (L) oder einfach A,.

(b) Fiir m > 0 sei A=™ = A>™(L) der L-Unterraum von A,., der von allen Mo-
nomen ni'...ner Ny N mit 0 < e; < m fiir alle 1 < j < 2r erzeugt
wird. (Aus den Vertauschungsrelationen folgt, dafi AS™AS" C AS™F" ist;
wir haben also eine Filtrierung auf A4, definiert.)

Seinun D = Dy X -+ x D, mit D; = N oder Z und Sp = Sp(L) der Raum aller
Funktionen F' : D — L. Dieser Raum Sp wird ein A,-Modul, indem wir setzen

(nj - F)(va,...,vp) =viF(v, ... 0)
(Nj'F)(l/l,...,I/T):F(Vl,...7Vj_1,Vj+]_,Vj_H,...,Vr).

Jetzt kénnen wir endlich die angekiindigte Definition formulieren.
Lemma und Definition. Fiir F' € Sp sind folgende Aussagen édquivalent.
(i) Es gibt C' > 0, so daf fiir alle m > 1 gilt:
dimy AS™(L) - F < Cm".

(ii) Fiir jede (r+ 1)-elementige Teilmenge X C {nq,...,n,, Ny,..., N,} gibt es
0% Py € L(X) C A(L) mit Py - F = 0.

Eine Funktion F' € Sp, die diese Eigenschaften hat, heiit holonom. Die Menge
der holonomen Funktionen in Sp sei mit Hp bezeichnet.

Wir wollen den Beweis wenigstens andeuten. Aus (i) folgt (ii), denn
dim(AS™(L) N L{X)) = (m + 1)"" > Cm" > dim A=™(L) - F
fiir m gro genug, also hat die Abbildung
ALY N LX) — AS™(L)-F, P+~—P-F
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nichttrivialen Kern. Umgekehrt sei p so gewéahlt, dal alle Px aus Eigenschaft
(i) in AS#(L) liegen. Dann kann man die Relationen Px dazu verwenden, hohe
Potenzen zu eliminieren, so dafl

A(L)-FCV,-F,

wobei V), der von allen Monomen nf'...n& Ny ... N erzeugt wird, so daB
e; > p nur fiir hochstens r Elemente j € {1,...,2r}. Da dim(V, N A" (L)) <
C'm” fiir geeignetes C, folgt Eigenschaft (i).

Die Menge Hy besteht also gerade aus den P-rekursiven Funktionen. Es gilt, daf
F € Sp genau dann holonom ist, wenn die triviale Fortsetzung F' € Sz holonom
ist.

Aus den Eigenschaften (i) und (ii) oben lassen sich nun relativ leicht die folgenden
Abgeschlossenheitsaussagen iiber holonome Funktionen gewinnen.

Satz.

(a) Hp ist ein A,-Untermodul von Sp.

(b) Mit F,G € Hp ist auch das punktweise Produkt FG € Hp.

(c) Ist T : Z" — Z° eine Z-lineare Abbildung, so folgt aus F' € Hys, daBl
FoT e HZT ist.

(d) Hat F' € Hpxz in der letzten Variablen endlichen Trager (d.h. fir alle
v € D hat v,41 — F(v,v.41) endlichen Tréger), so ist XF € Hp, wobei

EF)W) =2, FWvr).
Da n!® und ((n + ¢)!/c!)¢ P-rekursiv sind, folgt daraus die erstrebte

Folgerung. Ist ' € Syxz einfach hypergeometrisch mit endlichem Tréger in
der zweiten Variablen, so ist f(n) =), F(n,k) P-rekursiv.

Diese Aussage geht zuriick auf Arbeiten in den vierziger Jahren der US-Ameri-
kanischen Nonne Sister Mary Celine Fasenmyer, die mit dieser Methode Rekur-
sionen fiir Polynome wie etwa die Laguerre-Polynome

L) = S0 (1)

herleitete. Wieder ausgegraben und (nach einem ersten gescheiterten Anlauf)
verallgemeinert wurde die Methode in den achtziger Jahren von Doron Zeilber-
ger.

12.3. Die Praxis. Nun wissen wir also, daf§ unsere Summe f(n) = >, F(n, k)
P-rekursiv ist. Um damit etwas anfangen zu kénnen, miissen wir aber in der
Lage sein, explizit eine Rekursionsgleichung fiir f zu finden.

Der erste Ansatz wire, Sister Celines Methode zu folgen. Eigenschaft (ii) sagt
uns, dafl es einen Operator P, yx # 0 (wir setzen der Einfachheit halber
ny = n,nyg = kund Ny = N, Ny = K) gibt mit P, yx - F* = 0. Da F ein-
fach hypergeometrisch ist, sind alle F'(n+ i,k + j)/F(n, k) rationale Funktionen
von n und k. Man kann also ein P, y x von einem gewissen Grad in N und K
mit unbestimmten Koeffizienten ansetzen und wird auf ein lineares Gleichungs-
system iiber L[n] gefiihrt, das nach unserer Theorie fiir hinreichend hohen Grad
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losbar sein mufl. Zum Beispiel findet man fiir F'(n, k) = (Z)Q die Gleichung
(n+1)(F(n,k) —2F(n,k+ 1)+ F(n,k +2))
—2n+3)(Fin+ Lk+ 1)+ F(n+1,k+2)+(n+2)F(n+2,k+2)=0
fiir alle n € N, k € Z, oder etwas kiirzer
(n+1)(1—-2K+ K?)— (2n+3)(K + K*)N 4+ (n+ 2)K>N?) - F = 0.
Wenn wir diese Gleichung iiber alle & € Z summieren, erhalten wir
=22n+3)f(n+ 1)+ (n+2)f(n+2)=0 firallen €N,
\(7\/201Saus mit den Anfangswerten f(0) = 1, f(1) = 2 sehr schnell folgt, da§ f(n) =
") ist.

Diese Methode funktioniert, ist aber sehr langsam, da man im allgemeinen recht
grofie Gleichungssysteme iiber L[n] losen mufl. Hier hatte nun Zeilberger einen
grofen Einfall: Wir kénnen den Operator P, y k, den wir eben gefunden haben,
schreiben als

Pong =P —(K-1)Q

mit

P=-22n+3)N + (n+2)N* und

Q=-(+1)(K—-1)+2n+3)(K+2)N - (n+2)(K +1)N>.
Also gilt, wenn wir G = () - F' setzen,

P.-F=(K-1)-G
d.h. ausgeschrieben
—22n+3)F(n+1,k)+ (n+2)F(n+2,k) = G(n,k+ 1) — G(n, k).
Wenn wir diese Gleichung iiber & summieren, erhalten wir sofort
—22n+3)f(n+1)+ (n+2)f(n+2) =0,

da die rechte Seite eine Teleskopsumme liefert (G hat wie F' endlichen Triger

in k).

Wenn wir beachten, dafi G(n, k) = R(n, k)F(n, k) ist mit einer rationalen Funk-
tion R (das kommt daher, daB8 F' einfach hypergeometrisch ist), dann kénnen
wir uns also alternativ die folgende Aufgabe stellen:

Gegeben F, finde P € L(n,N) und R € L(n,k), so daf P-F = (K —1)-G mit
G = RF ist!

Bevor wir diese Aufgabe allgemein losen, betrachten wir einen Spezialfall. Wir
nehmen an, P = 1. Dann kommt n gar nicht mehr explizit vor, und wir kénnen
das Problem formulieren als:

Gegeben f : N — L hypergeometrisch, finde g : N — L hypergeometrisch mait
g(k+1) —g(k) = f(k) fir alle k € N, falls ein solches g existiert!

Gosper hat 1977 einen Algorithmus gefunden, der diese Aufgabe 16st. Es ist leicht
zu sehen, daf g(k) = r(k)f(k) sein muB mit einer rationalen Funktion r(k). Die
wesentliche Idee Gospers war, das Problem auf eine lineare Gleichung fiir ein
Polynom zu reduzieren, dessen Grad man a priori beschrianken kann.
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Zeilberger hat Gospers Algorithmus erweitert, so dafl er die allgemeinere Aufgabe
16st. (Man setzt P von einem gewissen Grad in N an; die unbestimmten Koef-
fizienten p;(n) treten dann zusammen mit den Koeffizienten des unbekannten
Polynoms in Gospers Algorithmus linear in der zu 16senden Gleichung auf.)

In unserem Beispiel F(n,k) = (2)2 liefert uns dieser Algorithmus direkt (und
viel schneller) das Resultat

k*(3n — 2k + 3)
(n—k+1)2

Beachten Sie, dafl man die Behauptung P - F' = (K — 1) - (RF') leicht durch eine
Routine-Rechnung nachpriifen kann! Wir haben

k) = Rl 1P 8) = 2 = ()

also

Gn,k+1)—G(n,k)

:(3n—2k+1)(Z)Q—(3n—2k+3)<kf1)2

= (Bn—=2k+1)(n— k+1)>— (3n — 2k + 3)k?)

P=22n+1)—(n+1)N und R(n,k)=

n!
EP2(n—k+1)1?

n!

= (Cn+ Do —k+ 1 = (14+1)°) 1

= 2(2n + 1)(2)2 - (n+1)("21)2

=22n+ 1)F(n,k) — (n+ 1)F(n+ 1,k) .

Das gilt natiirlich analog fiir jedes Resultat, das dieser Algorithmus liefert. Mit
anderen Worten: Der Algorithmus zertifiziert sein Ergebnis! Man mufl dem Com-
puter also nicht blind vertrauen, sondern kann sich leicht selbst von der Richtig-
keit des Ergebnisses iiberzeugen.

Nun haben wir eine vollstdndige Losung unseres Problems (1) an der Hand.

1. Wende Zeilbergers Algorithmus auf F'(n,k) an. Man erhdlt P und R wie
oben. Falls gewiinscht, priife das Resultat.

2. Die Summe ), F'(n, k) erfiillt die Rekursionsgleichung P. Priife nach, daf
die rechte Seite f(n) ebenfalls diese Gleichung erfiillt.

3. Priife geniigend (aber endlich viele) Anfangswerte auf Gleichheit.

Ein Beispiel:

Z <Z) (x_—i)lj B é(m;n)_lz x(x—i—l)é.!.(x—i—n)'

k
Hier ist also F'(n, k) = (Z)ﬂ € Q(x). Zeilbergers Algorithmus liefert

Tk
k(z+ k)

P = 1) — 1N d R=——7—">—.
(n+1)—(n+x+1)N un =kt 1)
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Die rechte Seite f(n) erfiillt die Rekursionsgleichung, und ), F(0,k) = 1/z =
f(0), also ist die Identitéit bewiesen.

Das Problem (2) 148t sich dhnlich angehen, indem man den Algorithmus auf
beide Seiten der Gleichung anwendet.

Man kann auch gewissermaflen umgekehrt an das Problem (1) herangehen und
fiir P gleich die Rekursion einsetzen, der die rechte Seite geniigt. Dann kann man
Gospers Algorithmus auf die Funktion Z > k +— (P - F')(n, k) ansetzen (wobei
n als Parameter behandelt wird). Wenn man Gliick hat, ist der Algorithmus er-
folgreich, und man ist schneller am Ziel. In der Praxis hat man offenbar meistens
Gliick, aber es gibt Fille, wo diese Methode nicht funktioniert. Der Zeilberger-
Algorithmus liefert dann eine Rekursion der Lénge > 2. (Im Spezialfall f(n) =1
nennen die Autoren Wilf und Zeilberger den so gefundenen Beweis und sein Zer-
tifikat R ganz bescheiden einen ,, WZ-Beweis“ und sein ,, WZ-Zertifikat*.)

Das fithrt uns zum Problem (3). Wenn wir eine Summe f(n) =), F(n, k) vor
uns haben und sich keine offensichtliche Vermutung iiber die Form von f(n)
anbietet (oft kann man f(n) erraten, aber eben nicht immer), dann kénnen wir
in jedem Fall unseren Algorithmus anwenden. Bekommen wir eine Rekursion der
Léange 1, dann kénnen wir daraus die geschlossene Form leicht bestimmen.

Zum Beispiel sehen die Anfangswerte
1,486, 3543750, 46003313664, 772679415543750, 15025186795291909236, . . . ,

die zu

(4n + k)!(4n — k)!

(n+ k)4 (n— k)14’

gehoren, eher abschreckend aus. Der Algorithmus gibt uns die Rekursion
P=81(4n+1)(4n+3)(B3n+ 1)*(3n +2)* =8(2n + 1)°(n + 1)°N,

woraus man leicht ableitet, daf3

Z<—1>k(4n+ Bldn—k)! _ (4n)!Bo)!" _ (4n\ (3n)

(n+k)4(n — k)4 (2n)16n !4 2n)\n )

k

F(n, k) = (1)}

Wenn allerdings die Rekursion groflere Lange hat, dann stehen wir vor dem Pro-
blem, dafl wir feststellen miissen, ob diese Gleichung hypergeometrische Losun-
gen hat. Zum Gliick gibt es auch hierfiir einen Algorithmus, der von Petkovsek
Anfang der neunziger Jahre gefunden wurde, so dafl auch dieses Problem vollstandig
algorithmisch losbar ist.

Als ein einfaches Beispiel sei

s =2 v () () =

k
betrachtet. Der Zeilberger-Algorithmus liefert uns
In+1)f(n)+3GBn+7)f(n+1)+22n+3)f(n+2)=0,

eine Rekursion der Lange zwei. Petkovseks Algorithmus sagt uns dann, daf§ (—3)”
diese Rekursion 16st (wir haben die Faktorisierung

9(n + 1)+ 3(5n+ )N +2(2n + 3)N? = (3(n + 1) + 2(2n + 3)N)(3 + N)
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in A;). Da f(0) = 1 und f(1) = —3, ist tatséchlich f(n) = (—3)™. In diesem Fall

hédtte man das Ergebnis natiirlich auch leicht erraten kénnen.

Anders gelagert ist

Hier bekommen wir
8(n+1)%f(n) 4+ (Tn®* +2ln +16)f(n+1) — (n +2)*f(n +2) =0,

und Petkovseks Algorithmus sagt uns, daf} es keine hypergeometrischen Losungen
dieser Gleichung gibt. f(n) ist also nicht in geschlossener Form darstellbar.

Dieselbe Rekursion erhélt man iibrigens fiir die Folge

X () (%)

Zusammen mit den beiden Anfangswerten

f0)=g0)=1, f(1)=g(1)=2
folgt dann f(n) = g(n) fiir alle n € N.
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